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LES OPERATEURS PRECOMPACTS SUR LES TREILLIS VECTORIELS
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Résumé. Dans cet article on donne une généralisation auz treillis localement conveze-
solides des résultas de C.D. Aliprantis-O. Burkinshaw [2], de P.G. Dodds-D.H. Fremlin [4]
et de A.W. Wickstead [6].

1. Introduction et rappels

Soient E, F' deux treillis de Banach et S, T deux opérateurs linéaires de E dans F tels
que 0 < § < T avec T compact. Dans [4], P. Dodds et D. Fremlin ont montré que si la
norme de E' et celle de F sont o-continues alors S est compact. Ensuite, C. Aliprantis et
O. Burkinshaw [2], ont montré que S* est toujours compact et que si la norme de E' ou
celle de F est o-continue alors S? est compact. Enfin, dans [6], A. Wickstead a montré la
réciproque de [4].

Dans ce papier on va étendre ces résultats aux treillis vectoriels localement convexe-
solides en montrant que si S,T : (E,7) — (F,S) sont deux opérateurs linéaires continus
entre deux treillis vectoriels localement convexe-solides tels que 0 < § < T et si T transforme
les o-intervalles en des précompacts, alors, T transforme les quasi-o-précompacts en des
précompacts, S transforme les quasi-o-précompacts en des quasi-o-précompacts et, si £ =
F, I'application S? transforme les quasi-o-précompacts en des précompacts. On déduit alors
que si T est précompact, on a S? est précompact et si la topologie de E ou la topologie
B (E', E) est pré-Lebesgue, alors S? est précompact, et enfin, si les topologies S et 3 (E', E)
sont pré-Lebesgue et T est précompact, alors S est précompact.

Réciproquement, on montre que si (E, ) et (F,3) sont deux treillis vectoriels localement
convexe-solides séparés complets, alors on a I'une des conditions suivantes:

a) les topologies # (E', E) et  sont de Lebesgue ou

b) l'espace F' est discret et la topologie  est de Lebesgue ou

c) 'espace E’ est discret et la topologie 3 (E', E) est de Lebesgue

si et seulement si lorsque 5,7 : E — F sont deux opérateurs continus tels que 0 < .5 < T
avec T précompact, alors S est précompact.

Pour établir ces résultats, nous aurons besoin des rappels suivants:
Une partie A d’un espace vectoriel ordonné E admet un supremum v € E,siVu € A, u < v
et siw € F tel que Vu € A, u < w on a v < w. Un treillis vectoriel est un espace vectoriel
ordonné FE tel que sup (z,y) existe pour tous z,y € E. A chaque élément x € E, on associe
sa valeur absolue

x| = sup (2, —z) , sa partie positive 2T = sup (z,0) et sa partie négative
T = (—.7::)+. Une partie A d'un treillis vectoriel E est dite solide si @ € A, y € E et
ly| < |z| impliquent y € A. Une bande dans E est un sous-espace vectoriel solide B de E
tel que sup A € B pour toute partie non vide A de B, admettant un supermum dans E. Un
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treillis vectoriel E est complet pour 'ordre si toute partie non vide majorée de E admet un
supremum.
Un élément « non nul du treillis vectoriel E est dit discret sil'idéal engendré par u coincide
avec le sous-espace vectoriel engendré par u. Le treillis vectoriel E est dit discret, s’il admet
seq (Le. pour tout 2,5 € I, ¢; Aej =0,
et sipourunu € E,onauAe; =0Vi€ I, alorsu =0).
Soit E un treillis vectoriel. Pourtout o,y € Etelquex < yonnote[z,y]={z € E : v <z <y},
Iensemble [z,y] est appelé un intervalle pour l'ordre (i.e. o-intervalle). Une partie de E
est bornée pour l'ordre si elle est contenue dans un intervalle pour l'ordre.

un systeme disjoint complet d’éléments discrets (e;)

Si E et F sont deux treillis vectoriels, une application linéaire T' : E — F est bornée pour
lordre si pour toute partie A bornée pour l'ordre dans E, T (A) est bornée pour 'ordre dans
F. On note par £y (E, F) I'espace de toutes les applications linéaires bornées pour l'ordre
de E vers F. L (E, F) sera muni de l'ordre usuel (i.e. S < T si et seulement si S (z) <
T (x) pour tout # € ET). C’est un espace vectoriel ordonné qui n’est pas nécessairement un
treillis, mais il devient un treillis vectoriel si F' est complet pour 'ordre.

Une topologie vectorielle 7 sur un treillis vectoriel E est dite localement solide si les
voisinages solides de 0 forment un systeme fondamental des voisinages de 0. Elle est dite
localement convexe-solide si elle est a la fois localement convexe et localement solide.

Une topologie localement solide 7 sur E est dite de Lebesgue (respectivement pré-
Lebesgue) si z,, | 0 (respectivement 0 < 2,, < #) dans E implique z, — 0 (respectivement
(2,) est T-cauchy ). Pour toute la terminologie concernant les treillis vectoriel localement
convexe-solide nous renvoyons le lecteur a [1].

Si (E,7) un treillis vectoriels localement convexe-solide et E’ son dual topologique, on
note par |o| (E, E') (respectivement (3 (E, E')) la topologie faible absolue (respectivement
forte) définie sur E par la famille des semi-normes de treillis {Py : f € E'} (respectivement
{P4 : A borné dans (E,|c|(E,E'))}),ou Pr(z) = |f|(|z|) (vespectivement Pa(z) =sup{|f|(|z]): f € A}).
On définit de la méme maniére les topologies |o| (E', E) et 3(E',E) sur E .

2. Premiére généralisation

Rappelons le résultat suivant dit a A. Grothendieck, dont on peut trouver une démonstration
dans ([5], Théoreme 3,p. 51).

Théoreme 2.1. Soient (E,E'), (F,F'") deuz systémes duauz, T : E — F un opérateur
farblement continu et T :F > FE Uapplication duale de T. Si A (respectivement B) est
une collection de parties o (E, E')-bornées de E (respectivement o (F', F) —bornées de F')
et si Ta(respectivement 1) est la topologie de la convergence uniforme sur les éléments de
A (respectivement de B), alors on a I’équivalence suivante:

i) T(A) est ti-précompact pour tout A € A.

ii) T (B) est T4-précompact pour tout B € B.

Une conséquence de ce théoréme qui nous sera utile pour la suite est la suivante:

Corollaire 2.2. Si (E,7) et (F, ) sont deux espaces localement convezes avec E' et F'
leurs duauz topologiques, et + T : E — F est un opérateur linéaire, alors on a (i) & (it) et
(1i1) & (iv), ot
i) T est précompact.

ii) T est continu et pour tout équicontinu H de F', T’ (H) est 3 (E', E)-précompact dans
E'.
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iii) T ([—x,z]) est T-précompact dans F pour tout x € E*.
iv) T' (H) est |o| (E', E) —précompact pour tout équicontinu H de F'.

Introduisons la notion de quasi-précompacité pour ’ordre.

Définition 2.3. Soit (E,7) un treillis vectoriel localement conveze séparé. Une partie
A C E est quasi-ordre-précompacte si pour tout voisinage U de 0, il eziste x € E™T tel que

A C[-2,2] +U.

Proposition 2.4. Soient E un treillis vectoriel, (F, ) un treillis vectoriel localement
conveze-solide et S,T : E — F deuz opérateurs linéaires tels que 0 < S < T. Soit A C Bt
tel que T (A) est quasi-o-précompact, alors S (A) est quasi-o-précompact.

Preuve. Soit U un voisinage solide de 0 dans F. Vu que T (A) est quasi o-précompact,
il existe y € F* tel que T (A) C [~y,y] + U, i.e. pour tout f € A, il existe y; € [—y,y] tel
que T(f) —yi €U. O S(f) =S (f) Ay = (S(f) —y)" <IT(f) = yil € U. Par conséquent,
S(fHeS(fHny+ U, et donc S(A) C S(A)Ay+TU N

Nous aurons besoin du résultat suivant démontré dans [2].

Lemme 2.5. Soient E un treillis vectoriel et (F, ) un treillis vectoriel localement
conveze-solide et complet pour 'ordre dont la topologie S est de Lebesgue. Alors, pour tout
r € Et, lensemble B = {T € L, (E,F) : T[0,z] est S-précompact} est une bande de
Ly (E,F).

La proposition suivante se déduit immédiatement du lemme précédent.

Proposition 2.6. Soient E un treillis vectoriel, (F, ) un treillis vectoriel localement
conveze-solide dont la topologie S est pré-Lebesgue. Si S, T : E — F sont deuzx opérateurs
linéaires tels que 0 < S < T et si T([0,2]) est S— précompact pour tout x € E*, alors
S([0,z]) est S—précompact pour tout x € E™T.

Preuve. En effet, si F est séparé, on prend (F §) le complété topologique de (F, ).
C’est un treillis vectoriel localement convexe-solide complet pour l'ordre dont la topologie
S est de Lebesgue. Si F n’est pas séparé, on prend le quotient F/{0}. B

Le théoréme suivant est fondamental, il nous permettra de généraliser les résultats de [2]
et [4] aux treillis vectoriels localement convexe-solides.

Théoréme 2.7. Soient S,T : E — F deuz opérateurs linéaires continus entre deut treil-
lis vectoriels localement convexe-solides tels que 0 < S < T. On suppose que T transforme
les o-intervalles en des précompacts, alors:

i) T transforme les quasi-o-précompacts en des précompacts.
ii) S transforme les quasi-o-précompacts en des quasi-o-précompacts.
iii) Si E =F, S? transforme les quasi-o-précompacts en des précompacts.

Preuve. i) Soient V un voisinage solide de 0 dans F' et A un quasi-o-précompact de E.
Comme T est continu, il existe un voisinage solide U de 0 dans E tel que T(U) C V. Vu
qu’il existe + € ET tel que A C [—z,2] + U, on a T (A4) C T([~=,z]) + V, avec T([—z,z])
précompact.

ii) En combinant la proposition (2.4) et la propriété i).
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iii) D’apres i), Il suffit de montrer que S? transforme les o-intervalles en des précompacts.

Soit H un équicontinu de E' (on peut supposer 0 € H). Vuque T' (H) est un |o| (E', E) —précompact

(corollaire (2.2)), T' transforme tout o-intervalle de E’ en un |o| (E', E)-précompact. Comme
|o| (E', E) est de Lebesgue, S’ transforme tout o-intervalle de E’ enun |o| (E’, E)-précompact
et d’apres i), S’ transforme tout quasi-o-précompact de E’ en un |o| (E’, E)-précompact.
En particulier; si S’ (H) est quasi-o-précompact dans E’ on aura (S/)Z (H) est |o] (E', E)-
précompact, il s’ensuit que S? transforme tout o-intervalle en un précompact de F.
Montrons que S’ (H) est quasi-o-précompact dans E’. En effet, puisque H = Ht —H™*
avec Ht = {f* : f € H} et H' est équicontinu, alors 7' (H*) est |o| (ET, E)-précompact,
et donc quasi-o-précompact. Par conséquent; S’ (H™T) est quasi-o-précompact B

On déduit deux conséquences.

Corollaire 2.8. Soient S,T : E — F deuz opérateurs linéaires continus entre deus
treillis vectoriel localement conveze-solides tels que 0 < S < T. On suppose que T transforme
les o-intervalles en des précompacts. S1 A C E™ est tel que T (A) est quasi-o précompact,
alors S3 (A) et T? (A) sont des précompacts.

Corollaire 2.9. Soient (E,7) un treillis vectoriel localement conveze-solide et S, T :
E — E deux opérateurs linéaires continus tels que 0 < S < T. Si T transforme les
T—bornés en des quasi-o-précompacts et transforme les o-intervalles en des précompacts.
Alors S® et T? sont précompacts.

En particulier on a le résultat important suivant:

Corollaire 2.10. Soient S,T : E — E deuz opérateurs linéaires continus sur un treillis
vectoriel localement conveze-solide tels que 0 < S < T. Si T est précompact, alors S* est
précompact.

Remarque 2.11. Sous les conditions du corollaire (2.10), on peut aussi déduire que S
transforme les bornés en quasi-o-précompacts et que S? transforme les o-intervalles en des
précompacts.

Remarque 2.12. On peut généraliser le corollaire (2.9) sous la forme suivante: Si T
transforme les o-intervalles en des précompacts et T" transforme les bornés en des quasi-o-
précompacts (n € IN), alors S"*2 et T" ! sont des précompacts.

Proposition 2.13. Soient (E,7) un treillis vectoriel localement conveze-solide avec T
pré-Lebesgue et ST : E — E deux opérateurs linéaires continus tels que 0 < S <T. 51T
transforme les o-intervalles en des précompacts, alors pour tout A C E* tel que T (A) est
quasi-o-précompact, on a S? (A) est précompact.

Preuve. En effet, il suffit de combiner les propositions (2.4), (2.6) et le théoreme (2.7)
|

Comme conséquences, on peut citer les résultats suivants:

Corollaire 2.14. Soient (E,7) un treillis vectoriel localement conveze-solide avec T
pré-Lebesque et S, T : E — E deux opérateurs linéaires continus tels que 0 < S <T. Si
T transforme les T—bornés en des quasi-o-précompacts, alors S est précompact.
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Corollaire 2.15. Soient (E, ) un treillis vectoriel localement conveze-solide avec T
pré-Lebesgue et S\ T : E — E deux opérateurs linéaires continus tels que 0 < S <T.S1 T
est précompact, alors S* est précompact.

Corollaire 2.16. Soient (E,7) un treillis vectoriel localement conveze-solide avec la
topologie B (E', E) pré-Lebesgue et S,T : E — E deux opérateurs linéaires continus tels que
0<S<T. SiT est précompact, alors S? est précompact.

Preuve. Si H est un équicontinu de ('E')—i_7 T'(H) est 3(E', E)-précompact. On a
(S')2 (H) est B (E', E)-précompact (Proposition (2.13)). Or pour tout équicontinu H de F’
ona HC HT — HT avec HT équicontinu, donc S est précompact B

Pour montrer le dernier résultat de ce paragraphe, on a besoin de deux lemmes. Le pre-
mier est un résultat dont on peut trouver une démonstration dans ([1], Théoreme (19.18), p.132).

Lemme 2.17. Dans un treillis vectoriel localement convexe-solide séparé (E, ) dont la
topologie T est pré-Lebesgue, les topologies 7 et |o| (E,E') coincident sur les bornés pour

Uordre de E.

Lemme 2.18. Si (E,7) est un treillis vectoriels localement conveze-solide séparé et
A C E une partie précompacte, alors pour tout u € E, u A\ A est précompact.

Preuve. Soit V un 7—voisinage équilibré solide de 0 dans E. il existe une partie K finie
dans A tel que A C K + V. Montrons que u A A C u A K + V. En effet, soit z € A, il existe
k € K et il existe y € V tel que @ = k+y. Et d’apres I'inégalité de Birkhoff ([1], Théoréeme
(1.1),p. 3),ona|lure —urk|<|r—k|l=ly|eV,et doncuhae—urkec VR

Théoréeme 2.19. Soient (E,7), (F, ) deus treillis vectoriel localement conveze-solides

avec les topologies S et B (E', E) pré-Lebesgue, et S,T : E — F deuz opérateurs linéaires
continus tels que 0 < S <T. Si T est précompact, alors S est précompact.

Preuve. Soient H un équicontinu de F’ et V un voisinage de {0} dans F. L’ensemble
T' (H) est 3 (E', E)-précompact (Corollaire (2.2)) et donc, pour tout f € F', T' ([—f, f])
est 0 (E', E)-précompact. Par suite S’ ([—f, f]) est 8 (E’, E)-précompact (proposition(2.6
)). Ceci montre que S (B) est |o| (F, F')-précompact pour tout borné B de E. En supposant
B C ET, on peut déduire qu'il existe y € F tel que S (B) CyA S (B)+V. D’apres le lemme
(2.18), y A S(B) est |o| (F, F')-précompact, et grace au lemme (2.17), on a y A S (B) est
F-précompactll

3. Deuxieme généralisation

Il s’agit de généraliser les résultats de A.W. Wickstead [6].

Théoréme 3.1. Soient (E, ) et (F,S) deux treillis vectoriels localement convexe-solides
séparés complets. On a ’équivalence suivantes:
1- L’une des propriétées suivantes est vérifiée:
a) Les topologies 3 (E', E) et S sont de Lebesgue.
b) L’espace F est discret et la topologie I est de Lebesgue.
c) L'espace E' est discret et la topologie 5 (E', E) est de Lebesgue.
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2- 515,17 : E — F sont deuz opérateurs linéaires continus tels que 0 < S < T et T est
précompact, alors S est précompact.

Preuve. a) = 2: C’est le théoreme (2.19).

b) = 2: Soit B un borné de Et. Soit U un voisinage solide et équilibré de 0 dans E,
il existe un autre voisinage V de 0 tel que V 4+ V C U. Comme T (B) est précompact,
S (B) est quasi-o-précompact (i.e. 3o € FT tel que S(B) C [—z,2] + V). Et vu que
Iespace F est discret, U'intervalle d’ordre [—x, 2] est S-compact ([1], Corollaire (21.13),
p.156 ), et par suite, il existe K C [—=, ] fini tel que [—z,2] C K + V. Ce qui montre que
S(B)CK+V+VCK+U.

Finalement, puisque pour tout borné B on a B C BT — BT, ot BT = {aT :2 € B}, la
conclusion en découle.

c) = 2: Solent H un équicontinu de (F’)+ et U, V deux voisinages solides équilibrés de
0 dans (E',B(E".E)) tel que V. +V C U. Vu que T' (H) est §(E’, E)-précompact, et
done quasi-o-précompact, alors S’ (H) est quasi-o-précompact (car 0 < S < T'), il existe
fe(EN tel que S’ (H) C [—f, f]+V. Comme [—f, f] est 3 (E', E) —précompact, il existe
une partie finie K C [—f, f] telle que [—f,f ] C K +V ([1], Corollaire (21.13),p.156), et
donc 8’ (H) C K 4+ U, par suite S’ (H) est 8 (E', E)-précompact. Or pour tout équicontinu
Hde Flona HCHY — HY avec HT équicontinu, donc S est précompact.

2 = 1: On va montrer que

i) Sila topologie 5 (E', E) n’est pas pré-Lebesgue, alors (F, 3) vérifie b).

ii) Sila topologie 3 n’est pas de Lebesgue, alors (E', 5 (E', E)) vérifie c).

i) Supposons que la topologie §(E', E) n’est pas pré-Lebesgue et que b) est fausse. Il
existe donc y € F'' et une suite (y,),>, C [0,y], qui converge pour o (F, F') mais n’admet
pas de sous-suite convergente pour § (cf.[1], Théoreéme (21.13), p.156). Comme la topologie
B(E',E) n’est pas pré-Lebesgue, il existe f € E’ et une suite disjointe (f,) C [0, f] qui ne
converge pas vers 0 pour la topologie 3 (E', E) ( [1], Théoreme (10.1), p. 64). Mais vu que la

topologie |o| (E’, E) est pré-Lebesgue on a f, ‘_ULEE 2) 0. D’apres ([3]; Théoreme(23), p4),

il existe un borné équilibré B C E et une suite disjointe (2,),~,; C B telle que (f, (z,))n
ne converge pas vers 0 (on peut supposer que 1 < f, (z,) pour tout n € IN). Posons

H = {Zn>1 U Tn i Y opsy lan] < +oc} et soit I'application linéaire et positive:
v:l, - H, (ozn)n21 — Zn21 Oy Ty

U est une bijection telle que U~! est positive et continue. En effet; puisque (ay), est

disjointe on a ‘Ez_j ag lk‘ = sz |ok| 2k, et done si ¥ ((ay,),) = 0 alors (an)nzo =0.
Par suite U est injective, et on en déduit que ¥ est bijective. Considérons

U= H Sy, 2= En21 Qn Ty — (ozn)n21
Six =3 (s 0rrr € Hest tel que 0 <>, o, aprpona —ay 2y <>y, |ag|xg, et par
suite —ag 1 < |og]z1 A Y koo lok| Tk et done —ay < 0. B
De la méme facon, on a ay, >0 pour tout k& € IN*, ce qui montre que U1 est positive.
Soit ¢ > 0. Vu que f est continue, il existe U un voisinage solide équilibré de 0 dans E tel
que Ve € U, |f (2)] < e.
Sta =3 v, arze € U alors [z] = >, |k zr € U, et done f(|z]) = D s lar| fzr) <
. Or f(zr) > 1, ce qui donne > kst lax| < e, et par suite ¥~ est continue.
Par conséquent, les applications

S, H—-TR; D, 5 ntn — 0y
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d:H—IR; anl ApTyp — EnZl ap

sont positives et continues.
Définissons maintenant les applications suivantes:

S:H—F;, x= Zk21 g T — Ek21 OpYr = Zk21 P () yn

T:H—=F,r=) v,0r 2, — ®(2).y
et
P:E—H: VxcE"Y Plx)=sup{yc H:0<y<z}
et
Vee E,P(z)=P(zt)—P(z7)

P (x) est bien définie, en effet, si y € H tel que 0 <y <z alors, 0 < @, (y)z, <y <
x,¥n € IN*. Posons ap, = sup{®, (y) 1y <a},onaVn € N, 0 < ap, , < 2, et done sup
{ap zp :n €N} <a. Orsup{a, a2, :n € N*} = ZZC:1 Qp Ty, et donc ZZO:1 ap Tp <,
par suite, on a y_ ~ oy f(z,) < f(2).
D’autre part, comme 1 < f(z,),onay ~, ap < f(x), et donc ) < ap < +00.
Par conséquent, P (z) =Y. " apz, € H. -
Maintenant, il est clair que SoP et ToP sont deux opérateurs positifs et continus avec ToP
un précompact (de rang égal a un), mais SoP (2,) = yn, et la suite (y,),,~, n'admet aucune
sous-suite convergente, i.e SoP n’est pas précompact. B

ii) Supposons que & n’est pas de Lebesgue, et que la propriété c¢) est fausse. D’apres
([1], Théoreme (10.1), p. 64 ), il existe un y € F' et une suite disjointe (yy,),,~, C [0,y] qui ne
converge pas vers 0. De méme d’aprés ([1], Théoréme (21.13), p.156), il existe un intervalle
d’ordre [0,¥] C E' qui n’est pas 3 (E’, E)-compact. Montrons que [0, ¥] est §(E', E)-
complet. En effet si (fo),c; est une suite généralisée 3(E’, E)-Cauchy dans [0, ¥], alors
pour tout @ € E, la suite (fu (2))acr est de Cauchy dans IR, donc converge vers un certain
f(z) (notons que f € E' et f €[0,7]).
Montrons que (f ), converge vers f pour la topologie 3 (E’, E). Soient B un borné solide
et équilibré de E et ¢ > 0.

YVaee B, Vye E,Vaecl, Vielona:
[fo () = f ()] < [fa () = f3 (@) 4+ [f5 (x) = F3 (W) + [F5 () = F ()| + 1 (y) = f ()]
< o (w) = f @)+ 1fa (y) = F (W) +2¥ (]2 —yl) .

Or dN € I tel que Vo € B, Va,3> N on a |fa (2) — fa(2)] < 5.
On en déduit |fule) — F(2)] < £+ s () = F ()] + 20 (e — ).
Faisant tendre y vers x puis § vers +o0, on obtient, |fo(z) — f(z)] <

QB_(F ’E)f, et par suite [0, U] est 8 (E’, E) —complet.

En utilisant le théoreme (21.12), [1], p. 154, il existe une suite (®,,), 5, C [0, ¥] qui coverge

ce qui montre que

ro |

vers @ pour o (E', E"”), mais qui n’admet pas de sous-suite convergente pour 8 (E’, E), ou
E"=(E'.B(E".E)).
Définissons maintenant deux opérateurs S, T : E — F par:

S(x) =@ (z)y + X120 (B0 — @) (2) yn

et
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Il est clair que 0 < S < T et T est précompact (de rang fini).
Pour montrer que § n’est pas précompact, il suffit de prouver que 'application

R:E— F;R(x) = +OO(CI)”—CI>)(90).yn

n=1
n’est pas précompacte. Pour cela, posons H = {En>1 an Y, @ 0p—> 0} .Ona: R(E)C
H. On peut montrer de la méme facon (i), que lapplication ¢ : ¢, — H, (ap),»; = an
Yy est bijective et que ! est positive. De plus p ™! est continue. En effet; on peut gupposer
Pexistence d’'un voisinage solide équilibré W de 0 tel que y,, ¢ W pour tout n € IN.
Soit 0 < & < 1,81 > v 0 Yo € eW, alors > |oy,|y, € eW. Donc |ay| y, € eW, et
par suite |a,| < & (car ;n ¢ W). 1l s’ensuit que H(an)Hoo < g, et ¢! est continue. Par

conséquent, les applications

gn  H—=TR Y ap yn —> ap
sont continues. Plus précisement, l'ensemble K = {g,, : n € IN} est équicontinu dans F".
Donc si R: E — H est précompacte, alors R' (K) est 3 (E’', E)-précompact.
Or R'(gn) = @y — @ et (P, — ®),, n’admet pas de sous-suite convergente, d’ott la contra-
diction W
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