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ABSTRACT. Let A be a Banach space (or algebra) and T a continuous linear operator
on A. We deal with conditions under which a complete norm on A for which T is
continuous must be equivalent to the initial one. Several examples and applications
are provided.

1 Introduction Soient (E, || ||) un espace de Banach de dimension infinie et B(E, || ||)
lalgebre des opérateurs linéaires continus de (E, || ||) dans (£, ]| ||). On dit qu'un opérateur
T € B(E,|||]) détermine la topologie de la norme de E si toute norme complete | | sur E
telle que T € B(FE,| |) est équivalente a || ||. Si E est une algebre de Banach, un élément
a € A est dit déterminer la topologie de la norme de E si c’est le cas pour 'opérateur
Ly : b — ab. L’étude des éléments déterminant la topologie de la norme d’une algebre
de Banach a été initiée par A.R. Villena dans [10, 11] puis reprise par K. Jarosz dans [5].
Dans ce travail, nous poursuivons l'investigation dans ce sens. Nous étudions notamment
les opérateurs déterminant la topologie d’un espace de Banach général ainsi que les multi-
plicateurs déterminant celle d’une algebre de Banach.

Nous commencons par considérer les opérateurs 7' sur un espace de Banach (E, || ||) vérifiant
une condition d’inhibition, & savoir

() (T = MI)(T = XI)... (T = \I)(E) = {0},

n>1

pour une certaine suite (A, ), C C, ou I désigne I’application identité de E. Nous montrons
alors qu’un tel opérateur détermine la topologie de la norme de F si et seulement si (T —
M) (E) est de codimension finie, quel que soit A € C tel que T'— AI est non injectif. Cette
condition d’inhibition se trouve vérifiée par une large classe d’opérateurs dont, par exemple,
les shifts au sens de [10]. A ce sujet, A.R. Villena montre que si K est un compact metrisable,
alors C'(K) admet un shift. Nous montrons que, en fait, tout espace de Banach séparable
admet un shift. Dans le cadre des algebres de Banach, on n’a considéré, jusqu’a présent,
que des algebres commutatives et, le plus souvent, semi-simples. Ici, grace a des conditions
d’inhibition appropriées, nous arrivons a nous passer aussi bien de la commutativité que de
la semi-simplicité (cf. (5) et (7)). Par ailleurs, quand l'algébre A est commutative semi-
simple, nous caractérisons les multiplicateurs de A déterminant presque (voir Définition 14)
la topologie de la norme de A, montrant ainsi que la réciproque du Theorem 1. ii de [11]
est aussi vraie. Enfin, comme applications de nos résultats, nous examinons des opérateurs
particuliers dans certaines algebres classiques.
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2  Préliminaires Soient (E,|| ||) un espace de Banach et T'€ B(E, || ||). Nous écrirons
T € DTN(FE) pour signifier que T' détermine la topologie de la norme de E et, pour un
élément a d’une algebre de Banach A, on écrira a € DTN(A) au lieu de L, € DTN(A).
Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, l'algebre B(E, || ||) sera notée seulement B(E).
Elle sera toujours munie de la norme naturelle des opérateurs

Tl == sup{[[T(a)], [lal| < 1}.

L’espace séparateur d’une application linéaire T' de E' dans un autre espace de Banach F
est le sous-espace vectoriel de F

XT) :={y € F:3axn)n C E avec z, — 0 et T(z,,) — y}.

D’apres le théoreme du graphe fermé, T' est continue si et seulement si $(7T") = {0}.
Pour une algebre de Banach A, M(A) sera l'ensemble des caracteres de A et R(A) son
radical de Gelfand. Celui-ci est défini par :

_f N{ker(x),x € M(A)} :+ M(A)#0
R(A)—{ A MA) =0

Il est clair que le radical de Jacobson Rad(A) de A est toujours contenu dans R(A) et que
les deux sont égaux si et seulement si A est presque commutative; c’est & dire commutative
modulo son radical de Jacobson (cf. [1], Chap. 2. 1). La topologie de Gelfand (resp. du
"hull kernel”) sur M (A) sera notée 7¢ (resp. 73,), a sera la transformée de Gelfand de a € A
et, pour C' C A, on notera

h(C):={x e M(A): x(c)=0,ce C}.

On appellera pseudo-multiplicateur sur A tout T € B(A) tel qu’il existe une fonction fr
définie sur M (A) et vérifiant pour tout x € M(A)

(1) x(T(a)) = x(a) fr(x).

Lorsque M (A) est vide, tout T € B(A) est supposée étre un pseudo-multiplicateur. On voit
bien que T est un pseudo-multiplicateur si et seulement si pour tous a,b € A, aT'(b)—T(a)b €

R(A). En effet, la fonction fr(x) := @, avec x(a) # 0, est bien définie et vérifie (1).
a

Rappelons aussi qu'une application linéaire de A dans elle-méme est dite multiplicateur
a gauche (resp. & droite) si, pour tous a,b € A, T(ab) = T(a)b (resp. T(ab) = aT'(b)).
Un multiplicateur a la fois & gauche et & droite est dit un multiplicateur de A. Tout
multiplicateur T est évidemment un pseudo-multiplicateur et la multiplication a gauche
par un élément a de A est a la fois un pseudo-multiplicateur et un multiplicateur & gauche.
Il est & noter que, grace au théoréme du graphe fermé, un multiplicateur sur une algebre de
Banach sans ordre (i.e. ou aA = {0} implique que a = 0) est nécessairement continu.

La majorité de nos résultats sont vrais aussi bien dans le cas réel que dans le cas com-
plexe. Cependant, dans la suite, nous nous restreindrons aux algebres associatives sur le
corps C des complexes. Dans le cas d’'une algebre non commutative, nous donnerons des
résultats utilisant des propriétés a gauche. Les analogues de ces résultats a droite sont aussi
vrais.
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3 Opérateurs déterminant la topologie d’un espace de Banach Le résultat
suivant est analogue & Lemma 1 de [11]. L’assertion i y est 1égérement améliorée.

Lemme 1 Soient | | et || || deuz normes complétes sur un espace vectoriel E et  'espace
séparateur de lidentité de (E,| |) dans (E,|| ||).
i. SiT, € B(E,|| ||)NB(E,||) pour tout n € N, alors il existe N € N tel que

Tlngo...oTN(%)‘l H:TloTQO...oTn(S)H H; Vn > N.

1. Si de plus T,, o T,, = T}, o T}, pour tout n,m, alors il existe N € N tel que

| 1l
! H:ﬂTloTQO...OTn(%) ,Vn > N.

T10T20...OTN(%)

Preuve : L’assertion . découle immédiatement du lemme de stabilité ([9], Lemma 1.6).
Concernant 7i., il existe, en vertu de 7., N € N tel que

TioTyo...0TN(S) I H;

=TioTs0...0T,(3) Vn > N.

Posons F =Ty o0Ts0...0TN(Q) et, pour tout n > N, R, :=Tny10...0T,. Alors F
est un espace de Banach et, par i., R, transforme F' en un sous-espace dence de F'. Par le
théoreme de Mittag-Leffler ([3], Chap. 2), il existe N tel que

|
TyoTho...0TN(S) :ﬂTloTQO...oTn(S) ,Yn>N. ///

La proposition suivante améliore Proposition 7 de [5]. Notre preuve est plus directe et
courte.

Proposition 2 Soit (E,|| ||) un espace de Banach et T € B(E, || ||). Si T est non injectif
et T(E) est de codimension infinie, alors T ¢ DTN(E). En particulier, si T n’est ni injectif
ni surjectif, alors T ¢ DTN(B(FE)).

Preuve : Soient u € ker T\ {0} et (e,), une suite d’éléments linéairement indépendants
d’un supplémentaire de T'(E) telle que ||e,|| = 1 pour tout n € N. Considérons une forme
linéaire f sur E telle que f(e,) = n, quel que soit n € N, f(u) = 1siu ¢ T(E) et f est
identiquement nulle sur T'(E). Alors application z — 2z — f(z)u est une bijection de F

sur E. Par conséquent, |z| := ||2z — f(z)u|| est une norme compléte sur F non équivalente
a || ||, puisque f est discontinue. De plus
T(@)] = [2T(x) = f(T(x))ul|
= 2T (=)l
T2z — f(z)u)l
< T[22 = f(z)ull
< T[[|]-

Par suite T' € B(E, | |) et donc T ¢ DTN(E).

Maintenant si 7' n’est ni injectif ni surjectif, soient 0 # = € ker T' et u ¢ T(E). Pour toute
fonctionnelle continue f sur E et tout y € E, on considere 'application f @ y : e — f(e)y.
Alors f ® x est un élément non nul du noyau de L. De plus E' @ u:={f®@u : f € E'} est
un espace de dimension infinie ne rencontrant 'image de Ly qu’en zéro. Par ce qui précede,
Ly ne détermine pas la topologie de B(E). ///
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Théoréme 3 Soit (E, | ||) un espace de Banach et T € B(E, || ||). Sl existe (Ap)n>1 C C
telle que
(T = \I)...(T = \I)(E) = {0},

n>1

alors le spectre ponctuel Sp,(T) de T' est inclu dans {\, : k > 1}. De plus, T € DTN(E)
si et seulement si, (T — M\ )(E) est de codimension finie pour tout A € C tel que T — A\ est
non injectif.

Preuve : Si A est une valeur propre de T différente de tous les A, alors il existe x € F
non nul tel que T'(z) = Az. Mais I'égalité

w= (T = MI)(T = XI)... (T = M) <(A_A1)”1.(A_An)x>,

pour tout n > 1 contredit notre hypothese. Concernant ’équivalence, la nécessité découle
immédiatement de Proposition 2. Pour la suffisance, soient une norme compléte | | sur E
rendant continu 7' et & 'espace separateur de lidentité I : (E,| |) — (E,]|| ||). Pour tout
n > 1, posons T,, =T — A\, I. D’apres (1) ii., il existe N € N tel que pour tout n > N,

T-MDT =) (T D&

= (T =MI)(T=XI)...(T - )\nI)(%)H ' {0}.

n

Sans perte de généralité, on peut supposer que chaque (T — Ail) est non injectif, k =

SN Soit K = (T —MI)(T—XoI)...(T—AnI). Comme (T'— A I)(E) est de codimen-
sion finie pour tout k, il en est de méme de K (F). Ainsi, d’aprés un résultat classique ([9],
Lemma 3.3), K(FE) est fermé pour les deux normes. Le diagramme suivant est commutatif:

(K(E),| )
K/ N k()
(&, 1) (K(E), 1)
N K
(1)

De plus, d’apres Lemma 1.3. 4. de [9], Ik (gyo K = K oI est continue. Comme "application
K :(E,[]) — (K(E),| ) est continue et surjective, elle est ouverte. D’oul I ¢ (g est continue.
Ainsi les deux normes sont équivalentes sur le sous-espace fermé K (E) de codimension finie.
Elles le sont donc sur tout E. ///

Le probleme de savoir si un espace de Banach admet toujours un opérateur déterminant
la topologie de sa norme a été soulevé dans [10]. L’auteur montre que si T est un opérateur
shift sur E, alors T € DT N(FE). Il montre alors que, pour tout compact métrisable K,
C(K) admet un shift (Theorem 4). Dans [5], K. Jarosz montre que si E est un espace de
Banach separable et (zn,x))n est une suite fondamentale totale et biorthogonale [7], alors

Re DTN(E), o
=1
22— x)xn,x € E.

n=1
Il se trouve que

(B -27*1)(B) = {0}
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et que, puisque R est compact et 27% € Sp,(R), (R — 27*I)(E) est de codimension finie
([4], page 217). Donc (3) permet aussi de conclure que R € DTN(E). Cependant, R—2%T
n’est ni injectif ni surjectif. Donc R — 27*I ¢ DTN(B(E)) d’aprés (2). Par conséquent
R ¢ DTN(B(FE)). Il en résulte que R n’est pas un shift sur E. Ici, nous obtenons

Théoréme 4 Tout espace de Banach séparable (E,|| ||) admet un opérateur shift borné.

Preuve : D’apres [7], il existe une suite fondamentale totale et biorthogonale (z,, ) )n>1.
Soit T' € B(FE) défini par

ad 1
T(z) = 1 (T) Ty
@) =2 e @

Pour tout n > 1,

T"(E) Cc T™(span{zy : k> 1}) =span{zy : k > n+1}.

Donc {z; : 1 <k <n} Cker(T*"). Ainsi U, ker(T™") sépare les points de E. Par ailleurs,
si T'(x) = 0, pour tout n > 1, x}, (T'(x)) = 0. D’ott z; (x) = 0 et comme n est quelconque
x =0 et T est injectif. Donc T est un shift. ///

4  Multiplicateurs déterminant la topologie de la norme d’une algébre de Ba-
nach Dans [5], K. Jarosz montre qu’un élément a d’une algebre de Banach commutative,
semi-simple et unitaire A détermine la topologie de la norme de A si et seulement si (a—\)A
est de codimension finie chaque fois que a — A est un diviseur de zéro. Il souleve alors le
probléeme de donner une telle caractérisation dans le cas non commutatif (semi-simple).
Dans cette section, nous donnons quelques éléments de réponse a ce probleme.

Théoreme 5 Soit (4, ] ||) une algébre de Banach et T € B(E) un multiplicateur & gauche.
Sl existe (An)n>1 C C et un idéal a gauche J tels que
i. Wb e A, bJ = {0} = T(b) =0,
ii. (Y(T = I)... (T = AI)(J) = {0},

n>1
alors T € DTN(A) si, et seulement si, (T — A )(A) est de codimension finie, quel que soit
A € C tel que T — A\l est non injectif.

Preuve : La nécessité découle encore de Proposition 2. Pour la suffisance, soient une
norme complete | | sur A telle que T € B(A,| |) et S Pespace séparateur de 'identité
I:(A,||)— (Al ). Dapres (1) ., appliqué a la suite T,, = T — A\, I, il existe N € N tel
que pour tout n > N,

T Tn(®) =11 Tu(S)

Donc, pour tout j € J,

Ty Tn(Q)j C (11 - Tu(S)j
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Ainsi, (T —MI)... (T = AnI)(S)J = {0} et i. donne que
T(T — MI)... (T — AI)(S) = {0},
ou encore, en posant A\g = 0
(T =X I)(T =M I)... (T —AnI)(S) ={0}.

Soit K = (T — MI)...(T — AnI). Quitte a enlever les T' — A I injectifs, on peut supposer
que K = (T —MI)...(T — M, I) avec chaque (T — AxI) non injectif. Comme (T — A, I)(A)
est de codimension finie pour tout k, il en est de méme de K(A). Ainsi, d’aprés Lemma
3.3 de [9], K(A) est fermé pour les deux normes. Comme dans la preuve de (3), d’apres
Lemma 1.3 de [9], Ix4) o K est continue. Comme K : (4, |) — (K (A),| |) est continue et
surjective, elle est ouverte. D’oul I (4) est continue. Ainsi les deux normes sont équivalentes
sur le sous-espace fermé K (A) de codimension finie. Donc elles le sont aussi sur 4. ///

Dans une algebre de Banach A, un idéal ne vérifie pas en général la condition i. du
théoréme précédent. On ne peut donc affirmer le résultat pour un idéal quelconque. Cepen-
dant, dans le cas du radical de Gelfand R(A), nous obtenons un analogue de (5) sans la
condition i. Pour le montrer, nous aurons besoin du

Lemme 6 Soient (A,] ||) une algébre de Banach, T € B(A) un pseudo-multiplicateur, | |
une norme compléte sur A telle que T € B(A,| |) et & Uespace séparateur de lidentité de
(A, | ]) dans (A,]|] ||). Alors il existe A1, ..., n € C tels que

(T = MI)... (T = A\I)(S) C R(A).

Preuve : Si M(A) est vide, le résultat est évident. Supposons maintenant que M
est non vide et posons h(S) := {x € M(4) : x(¥) = {0}}. Alors I'ensemble {fr(x),x €
M(A)\h(S} est fini. En effet si ce n’est pas le cas, il existera une suite (xpn)n C M(A)\h(ST)
telle que fr(xn) # fr(xm), dées que n # m. Les opérateurs T), : a — T'(a) — fr(xn)(a)
appartiennent & B(E, || ||) N B(E,| |) et commutent deux a deux. Par (1), il existe N € N
tel que, pour tout n > N

=

TioTs0...0TN(Y)  =T10T30...0T,(F)

En particulier, pour tout s € S,

TioTyo...0Tn(s) €TioTao. . o Tn(S) .

En appliquant xn41, on obtient xny+1(s) = 0. Puisque s est quelconque, ceci contredit
XN+1 ¢ h(S). Maintenant, soit x1 ... xm € M(A) tels que

Jr(M(A)\1(S)) = {fr(x1): - fr(Xm)}-

Pour tout x € M(A), on a

X [(T - fr(xal))... (T — fT(Xm)I)((‘\y)]
= (fr() = fr(x1)) .- (fr(x) = fr(xm))x(S) = {0}.
D’ou
(T = fr(x)1) .. (T = fr(xm)1)(S) CR(A). ///
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Théoréme 7 Soit (A, || ||) une algébre de Banach et T € B(A) un pseudo-multiplicateur.
Sl existe (An)n>1 C C telle que

() (T = NI)...(T = M) (R(A)) = {0},

n>1

alors T € DTN(A) si, et seulement si, (T — A )(A) est de codimension finie, quel que soit
A € C tel que T — A\l est non injectif.

Preuve : Nous devons seulement montrer la suffisance. Soient donc une norme complete
| | sur A telle que T € B(A,||) et S 'espace séparateur de Uidentité I : (4, ]) — (A4,]] |])-
D’apres (6), il existe 81, ..., Bm € C tels que

(T = Bul)... (T = BuD)(S) C R(A).

Lemme 1 ii., appliqué a la suite T, ;=T — B, pour 1 <n <met T, =T — \,_,,I pour
n > m + 1, entraine qu’il existe N € N tel que

(T —BuI) ... (T =B D)(T — MI)... (T —ANI)(S) = {0}.
La suite de la preuve est similaire & celle de (3). ///

Une conséquence immédiate de ce théoreme est la suivante:

Corollaire 8 Soit (A, || ||) une algébre de Banach commutative et semi-simple telle que
M(A) est sans points isolés. Un multiplicateur T sur A détermine la topologie de la norme
de A si et seulement si son spectre ponctuel Spp(T) est vide.

On voit bien que si A est comme dans (8) et a € DT N(A), alors a € DTN (B) pour
toute sous-algebre fermée B de A contenant 1’élément a.

L’exemple suivant montre que la condition d’inhibition de (7) est beaucoup plus souple
que celle considérée pour un élément a de A dans [11] Theorem 2, & savoir

ﬂ a"Rad(A) = {0}.

n>1

Exemple 9 Soit (C(K),|| ||o) l'algébre des fonctions continues sur un compact séparable
K et A= S3(C(K)) lalgébre des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2 d termes dans
C(K). Munie du produit habituel des matrices et de la norme

1(fig)ig=rll = D lfislloos

i,j=1,2
A est une algébre de Banach telle que
R(A) = Rad(A) = {(fi;j)ij : fr1 = f22 =0}

Pour tout f € A et n >0, soit g, la fonction définie sur K par

gmz{ o oxp(—r7tgy) SR #0O

0 : sinon
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Si D= ( g ), alors pour tout n € N,

090 . nn Ogn
(b %)= (%)

< 8 %) ) e () D"Rad(A).

n>1

~ O

Ainsi

Par contre, comme nous allons le voir dans la proposition suivante, il existe (A,), C C
telle que

() [(f = M)(f = X2) ... (f = Ma)C(K)] = {0}

Dot
(D= M)(D = X)... (D= A\)Rad(4) = {0}.

n>1

Proposition 10 Soit (A, ] ||) une algébre de Banach telle que M (A) est séparable (ou vide)
et T € B(A) un pseudo-multiplicateur. Alors
1.) Il existe (An)n C C telle que

(N (T = MI)(T = XaI)...(T = \I)(A) CR(A).

n>1

2.) Les assertions swivantes sont équivalentes :
1. I(An)n C C: ﬂn21(T —MD(T = X1)...(T =X\, )(R(A)) = {0}
1. F(an)n C C: ﬂn21(T —a (T —aol)... (T —a,I)(A) = {0}

Preuve : 1. Soit (xn)n>1 un ensemble dénombrable partout dense dans M (A). Si

be (T = frOa)IT = frix2)I) ... (T — fr(xa)I)(A),

n>1

alors, pour tout n > 1, il existe b, € A tel que

b= (T~ frxa) (T = fr(x2)I) ... (T = fr(xn)I)(bn).

Donc x,(b) = 0. Comme n est quelconque, par densité, x(b) = 0 pour tout x € M(A).
2. Il est évident que i. découle de ii. Pour la réciproque, supposons que

()(T = M) (T = XaI).. (T = X\ I)(R(A)) = {0}.

n>1

Pour n € N, posons a, = A, sin = 3p—2oun = 3p— 1 pour un certain p > 1 et
an = fr(xp) si n=3p. Alors

(T = onI)(T — azl) ... (T — anI)(A) = {0}.
En effet, si
be (T —onl)(T = axl)...(T — anl)(A),

n>1
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alors, pour chaque n € N, il existe b, € A tel que

b = (T—a )T —axl).. (T —as,I)(by)
= (T=MI)...(T=XD)* (T = fr()I) - (T = fr(xa)D)) (bn).

Donc x,(b) = 0. Puisque n est quelconque x(b) = 0, quel que soit x € M(A). Ainsi

X(T = MI) e (T = MD)(T = fr()T) - (T = Fr(xa) 1) (b)) = 0.

Par suite b € (T'— MI)... (T — M I)(R(A)) et donc b = 0 puisque n est arbitraire. ///

L’assertion 7. de la proposition précédente n’est plus garantie sans la condition de
séparabilité de M (A) comme le montre 1’exemple suivant :

Exemple 11 Soit C le cercle unité de C, (v)iec une famille de symboles et u un autre
symbole. On pose u™u™ = u™™, y"v; = vu"™ = t"v; et v, = v sit = 5 et vvs = 0
sinon. On considére alors ’algébre

A={a:=> anu"+> Bugllall = lan|+ Y |8 < oc}.
n=0 n=0

teC teC

Alors (A, || ||) est une algébre de Banach commutative semi-simple. Donc pour toute suite
(M)n CC, ona

((w—=A)(uw—A)... (u—A)R(A) = {0}.

n>1

Par contre, aucune suite (A,)n ne vérifie

(V=)= A)... (u—\)A = {0}

n>1

puisque C' C Sp,(Ly).

5 Cas d’une algébre de Banach commutative semi-simple Soit (A,|| ||) une
algebre de Banach. On dira que Y C M(A) est total s’il sépare les points de A. Si A
est commutative et semi-simple, alors toute partie maximisante de M (A), en particulier la
frontiere de Shilov de A, est totale. Une topologie 7 sur Y sera dite compatible avec A si
les fibres

Flaa) :=={x €Y : x(a) = a}

sont 7-femées, a € A, a € C. La topologie de Gelfand ainsi que celle du ”hull kernel” sont
compatibles avec A. En outre, toute topologie compatible avec A est plus fine que 7, et
donc nécessairement T;. Maintenant pour une topologie 7 sur Y C M(A), on dira que A
est (Y, 7)-réguliere si pour tout 7-ouvert D de Y il existe 0 # a € A tel que x(a) = 0, quel
que soit x € Y\ D.

Lemme 12 Soient (4,]| ||) une algébre de Banach, Y C M(A) et 7 une topologie T1 sur
Y telle que A est (Y, 7)-réguliére. Alors pour tout T-ouvert infini D de Y, il existe u € A
tel que w =0 sur Y \ D et u(D) est infini.
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Preuve : Soient D un ouvert infini de (Y, 7) et
I'={a€A:a=0sur Y\ D}

Alors I est un idéal fermé de A non trivial puisque A est (Y, 7)-réguliere. Supposons que,
pour tout a € I, a(D) est un ensemble fini. Alors, pour chaque a € I, la seule fibre infinie
est Flq,0)- En effet s7il existe A # 0 tel que F{, ) est infinie, par Lemma 12 de I. Kaplanski
[6], il existera b € A tel que xn(b) # xm(b) dés que n # m, ou (xn)n est une suite infinie
d’éléments deux a deux distincts de Fi, ). Ainsi, u := ba € I et u(D) est infini. C’est une
contradiction. Ainsi, pour tout a € I, {x € D : x(a) # 0} est un ensemble fini. Suppose
construits ai,...,an € I et x1,...,xn €Y tels que xx(ar) =1 et xx(ap) = 0, quel que soit
p < k <n. Puisque 7 est Ty, Dypt1:= D\ {x1,-..,Xn} est un ouvert de Y. Comme A est
(Y, 7)-régulitre, il existe ap11 € A et xni1 € Dy vérifiant xp11(ans1) =1 et dpyp =0
sur Y\ D,,11. Ainsi construit-on par induction (xn)n C D et (an)n C I tels que x,(a,) =1
et xn(ax) = 0 dés que k < m. On définit une application linéaire 6 de I dans lalgebre
C™) des suites complexes a support fini par 6(a) := (xn(a)),. Alors image de 6 est de
dimension infinie puisque {6(a,),n € N} est une famille libre. De plus le noyau ker(6) est
fermé dans I. Donc 6(I) peut étre muni d’une norme d’algebre de Banach, la transportée
de celle de I/ker(6). Ceci est impossible d’apres le théoreme de Baire puisque 6(I) est de
dimension dénombrable. Ceci achéve la démonstration. ///

On est tenté de croire que toute topologie T sur Y telle que A est (Y, 7)-réguliere doit
étre moins fine que 7,. En fait, il n’en est rien comme le montre I'’exemple 1 suivant. De
plus une algebre de Banach peut étre (Y, 7)-réguliere pour un certain ¥ C M(A) et une
topologie 7 sans étre réguliere au sens classique.

Exemple 13 1. Soit A l’algébre des fonctions continues f sur [0,1] telles que f(0) = f(1).
Munie de la norme uniforme, A est une algébre de Banach commutative et semi-simple telle
que M(A) = [0,1[. La topologie de Gelfand sur M(A) coincide avec celle du "hull kernel”.
C’est la topologie T pour laquelle un voisinage de x €]0, 1] est tout ensemble contenant un
intervalle |x — ¢, x + €| et un voisinage de 0 est tout ensemble contenant un ensemble de
la forme [0,€[U]1 — €, 1], € > 0. Cette topologie est strictement moins fine que la topologie
usuelle 7, de [0,1] et A est (M(A),7,)-réguliére.

2. Soit X = {2 € C: 5 < |z| <2} et A Ualgébre des fonctions continues sur X et ayant un
prolongement holomorphe sur tout le disque unité ouvert D. Munie de la norme uniforme
sur X, A est une algébre de Banach dont l’ensemble des caractéres est le disque ouvert de
centre 0 et de rayon 2. Par le principe du mazimum, Y := {z € C: 1 < |z| < 2} est total.
De plus A est (Y, T)-réguliére mais pas réguliére au sens classique.

La définition suivante a été donnée pour les éléments d’'une algebre par A.R. Villena
[11].

Définition 14 On dit que T € B(A,|| ||) détermine presque la topologie de la norme de
Ualgébre de Banach (A, || ||) si, pour toute norme compléte | | sur A telle que T € B(A,| |),
il existe un idempotent non nul e € A tel que eA est de dimension finie et les normes
quotients de | | et de || || sont équivalentes sur A/eA.

Le résultat suivant donne des conditions sous lesquelles un multiplicateur détermine
(presque) la topologie de la norme de A. Dans le cas de la multiplication par un élément
de A, Dassertion 3. contient la réciproque de Theorem 1, ii. de [11].
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Théoréme 15 Soient (A, || ||) une algébre de Banach commutative et semi-simple, T un
multiplicateur sur A et Y C M(A) un ensemble total.

1. S7il existe une topologie T sur'Y compatible avec A telle que fr n’est constante sur aucun
owvert de (Y,7), alors T € DTN(A).

2. Si'Y est rg-ouwvert dans M(A) et s’il existe une topologie T sur' Y compatible avec A
telle que tout T-ouvert de'Y sur lequel fr est constante est fini, alors T détermine presque
la topologie de la norme de A.

8. Si T détermine presque la topologie de A, alors fr n’est constante sur aucun T-ouvert
infini de Y quelle que soit la T1-topologie T sur'Y telle que A est (Y, T)-réguliére.

Preuve : 1. Supposons qu’il existe une topologie 7 sur Y compatible avec A et telle
que fr n’est constante sur aucun ouvert de (Y, 7). Alors T'— Al est injectif, quel que soit
A€ C. Donc T € DTN(A) d’apres (8).

2. Soient une norme complete | | sur A et S Uespace séparateur de 'identité de (A, | |) dans
(A, ]| ) Par (6), il existe Aq,... A, dans C tels que

(T =MI)...(T - X)) ={0}.
Donc D :=Y \ h(S) est contenu dans la réunion des fibres
F, = {y cY: fT(y) = )\k}, k=1,..,n.

D’ott D est aussi contenu dans la réunion des 7-intérieurs int(Fj) des Fj. Comme cette
derniére est finie par hypothese, il en est de méme de D. Posons D = {y1, ..., Ym}. Puisque
Y est 7g-ouvert dans M (A), il en est de méme de D. Dong, par le théoréme des idempotents
de Shilov, il existe un idempotent e € A dont la transformée de Gelfand € est exactement
la fonction caractéristique de D. L’application

ea— (y1(a); - .., yn(a))
étant une injection de eA dans C", eA est de dimension finie. De plus (1 — ) = {0}, car
(I—e)s:=s—esckery,Vxe€Y,seS.

Maintenant, 'application 6 : a — a — ea, définie de (A,| |) dans (A,]|| ||) peut s’écrire
0=Rol,ouR:(Al|)— (4]l ]),a— a—eaet I estlidentité de (A4,] |) dans (4, ]| |]).
Par Lemma 1.3 de [9], 0 est continue. Ainsi, si (a,), est une suite d’éléments de A telle
que a, + eA tend vers 0 dans le quotient (A/eA,| |), alors il existe (b,), C A telle que
ay, — eby, converge vers 0 dans (4,]| |). D’ou, a, — ea, = (1 — ¢)(a, — eb,) converge vers

0 dans (A,]| ||). Par suite a, + eA converge vers 0 dans (A/eA,|| ||). Encore une fois
par le théoreme du graphe fermé, lapplication identité est continue de (A/eA,| |) dans
(A/eA,]| ||). Par conséquent, les deux normes sont équivalentes sur A/eA.

3. Supposons que T détermine presque la topologie de A et que infini D de (Y, 7). D’apres
(12), il existe u € A tel que @ prend une infinité de valeurs sur D et & = 0 sur Y \ D.
Donc les puissances entieres de u sont linéairement indépendantes et H N K = {0}, ou H
est espace engendré par les u™ et K celui engendré par tous les a € A tels que @ est nulle

sur tout D sauf, peut étre, en un nombre fini de points. On considere alors a,, := % et
une forme linéaire p sur A s’annulant sur K et assignant n & a,. Alors |b| := ||2b — u(b)ul|
définit une norme compléte sur A non équivalente a || || et rendant continu 7. Maintenant

soit e € A un idempotent tel que eA est de dimension finie. Alors e est nécessairement dans
K, car sinon eA admettrait une infinité de caracteres distincts. Il en résulte que p(be) =0,
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quel que soit b € A. De plus

lan, —eb] = |[|2a, — 2eb — p(a, — eb)ul|
= |12 — 2¢b — pu(an)ul]
|[2eb — puan)ul| — ||2an |

Y

vV

2
—e(=b)|| — 2.
llu — (2 b))
Ainsi

2
inf{|a, — eb|,b € A} ninf{\|u—e(ﬁb)||,b€A}—2
ninf{||lu —eb||,b € A} —2

nd — 2

AVARAVARNLY,

Comme la distance § de u & eA est non nulle, la suite (a, + eA), n’est pas bornée pour
la norme quotient associée & | | sur A/eA. Donc cette norme ne peut étre équivalente a la
norme quotient de || ||. C’est une contradiction. ///

Théoréme 15 permet d’obtenir une caractérisation des éléments de A déterminant presque
la topologie de la norme de A.

Corollaire 16 Soient A une algébre de Banach commutative semi-simple. Un élément a
de A détermine presque la topologie de la norme de A si et seulement si tout h-ouvert de
M(A) sur lequel @ est constante est fini.

En utilisant (16), nous donnons des exemples d’algebres de Banach commutatives et
semi-simples dont aucun élément ne détermine presque la topologie de la norme.

Exemple 17 1. Soit X un ensemble de cardinal |X| > 280 et A lalgébre de toutes les
fonctions complexes bornées sur X, munie de la norme uniforme. Alors aucun élément de
A ne détermine presque la topologie de la norme de A. En effet si c’était le cas pour un
certain f, d’aprés (12), X s’écrirait comme réunion d’une famille F,., r € C, ot chaque F,
est fini. Ceci contredit Uhypothése sur la cardinalité de X .

2. Un autre exemple est donné par l'algébre A des fonctions continues sur l’espace [0, w]
munie de la norme uniforme, ot w est le premier ordinal non dénombrable. Comme chaque
f € A est constante a partir d’un certain rang, aucun élément (multiplicateur) de A ne
détermine presque la topologie de la norme de A.

6 Applications Dans cette section, nous donnons quelques applications de nos résultats.

6.1 L’algébre B(A)

Proposition 18 Soient (A, || ||) une algébre de Banach commutative semi-simple telle que
M(A) est séparable et sans point isolé et T un multiplicateur de A. Alors T € DTN(B(A))
si et seulement si T € DTN(A).
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Preuve : Supposons que T' € DTN(A). D’apres (10), il existe (Ag)r>1 C C telle que

()(T = MI)...(T = AI)(A) = {0}.

n>1

Soit

Se (T =MI)...(T - A\I)B(A).

n>1

Pour tout n > 1, il existe S,, € B(A) tel que T = (T — MI)...(T — A\ I)S,. Donc,
pour tout z € A, S(z) = (T — MI)...(T — X\ 1)Sp(x). 1l en résulte que S(x) = 0 et par
suite que S = 0. Maintenant si A € C et S € B(A) sont tels que (T' — AI)S = 0, alors
(T — AMI)S(z) =0, quel que soit x € A. Donc S(z) = 0 d’apres Corollaire (8). Ainsi S =0
et (3) permet de conclure.
Supposons maintenant que T ¢ DTN(A). Alors, il existe A € C tel que (T'— AI) est non
injectif. Comme A est semi-simple, elle est sans ordre et (T — AI) est aussi non surjectif.
On conclue alors grace a (2).

6.2  Opérateurs de composition de Ay(D) Soit A := Ag(D) lalgebre des fonctions
holomorphes sur le disque D = {z € C : |z| < 1} nulles en zéro et continues sur D. On
munit A de la norme de la convergence uniforme. Soient ¢ € A et C, l'opérateur de
composition associé & ¢ (i.e. Cy(f) = f o). Pour que C, soit un élément de B(Ao(D)),
il faut et il suffit que ¢ soit dans la boule unité fermée de Ag(D). On notera par val(f) la
valuation de f € A. Si f(z) = > 07 faz", z € D, alors val(f) est définie par

_ [ min{n>1f,£0} ¢ f#0
val(f) —{ 4100 f:0

On a bien val(fg) = val(f)+val(g) et, si||g|| < 1, val(fog) = val(f)val(g) avec la convension
+o00o+n=400=400-n,n>1.

Proposition 19 Soient ¢ € Ag(D) telle que ||¢||oo < 1 et 29 € D.
1. Sival(¢) > 2, alors C, € DTN(B(A)).
2. Sip:z— 29z, alors C, ¢ DIN(B(A)).
Preuve : 1. Soit T € (),»,(C,)"B(A) et f € A. Pour tout n > 1, il existe T;, € B(A)

tel que T = (Cy,)"Ty. Donce T(f) = T,(f) o po...op. Par suite val(T(f)) > 2". Comme
n et f sont quelconques, T' = 0. Par suite (),,~,(C,)"B(A) = {0} et par (3), T — AI est
injectif pour tout A # 0. Mais si Cy,(T') = 0, alors T'(f) o = 0, quelque soit f € A. Comme
(D) est un voisinage de 0, T'(f) = 0. Encore une fois on conclue grace a (3).

2. Découle de (2) puisque (Cy, — 20I) n’est ni surjectif ni injectif. ///

6.3 Opérateurs analytiques de Toeplitz On considere les espaces (HZ (D), || ||2), dits
de Hardy, des fonctions holomorphes sur le disque unité D, nulles en zéro et & carré absol-
ument intégrable sur le bord de D et (H*(D),| ||oo) celui des fonctions holomorphes et
bornées sur le disque D. Il est bien connu que

o0 o0
H3(D) ={f =Y faz" Ifll2:= Y |fal® < o0}
n=1 n=1
et que c’est un espace de Hilbert séparable. Pour toute fonction ¢ € H* (D), 'opérateur de

multiplication M, associé & ¢ est borné sur (Hg(D),|| ||2). Il est dit opérateur analytique
de Toeplitz [8].
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Proposition 20 Soit ¢ € H*®(D). Alors M, € DTN(B(HZ(D))) si et seulement si ¢
n’est pas constante.

Preuve : Si ¢ est constante, M, est un multiple de I'unité et donc ne détermine pas
la topologie de la norme de B(HZ(D)). Supposons maintenant que ¢ n’est pas constante.
Pour tout A € C, M, — AI est injectif. Par ailleurs

M@= D)o~ el3)). - (o~ p(2)HD)) = {0},

n
n>1

puisque toute fonction dans cette intersection s’annule sur 1’ensemble %, n>1}, M, €
DTN(B(H(D))) par (3). ///

Comme conséquence on a le

Corollaire 21 Soient S un shift unilatéral sur un espace de Hilbert séparable H et {S}' le
commutant de S. Un opérateur T € {S} détermine la topologie de la norme de B(H) si et
seulement si T n’est pas un multiple de 'unité.

Preuve : Soit {e,,n € N} une base de H telle que S(en) = ent1, Z : 2 — 2
'application identité de D et N : Z™ + e, lisométrie naturelle de HZ(D) sur H. Alors
© : B(H) — B(HZ(D)) définie par ©(T) = N~ITN est un isomorphisme isométrique tel
que O(S) = Lz et O({S}) = {Mz}. Comme tout T € {Mz}' est de la forme M, avec
v € H®(D) (voir [8], Theorem 3.4), le résultat découle de (20). ///

6.4  Algébres de matrices Soit (A4,][| ||) une algebre de Banach commutative semi-
simple et unitaire telle que M (A) est séparable et sans point isolé. Pour a« = 1,2, ..., 400,
soit M, (A) 'algebre des matrices d’ordre n sur A si @« = n et si o« = 400,

Ma(A) = {M = (ai;)ijen : [|M[| = |lai ;|| < +o0}.
1,J
Alors M, (A) est une algebre de Banach pour les opérations naturelles des matrices et la
norme |[(ai;)i;ll =22, ; llai;ll-

Proposition 22 Dans M, (A) une matrice diagonale diag(a;); détermine la topologie de la
norme si est seulement si a; € DTN(A) pour tout i.

Preuve : Soit D = diag(a;); € Ms(A) et supposons que chaque a; détremine la
topologie de la norme de A. D’apres (10), il existe (A x)r>1 C C telle que

ﬂ (ai — /\1'71)(Cl1' — /\1'72) e (ai — )\’L,TL)A = {O}

n>1

On réindexe les \; i, i,k par N et 'on obtient une suite (A;)ren telle que

(D =MD = XaI)...(D = A\I)Ma(A) = {0}.

n>1

Par ailleurs, si A € C et M € M, (A) sont tels que (D — AI)M = 0, alors, d’apres Corollaire
8, M = 0 puisque chaque a; € DTN(A). Théoréme 3 montre alors que D € DTN (M, (A)).
Réciproquement, supposons que D = diag(a;); € DTN(My(A)) et que a;, ¢ DTN(A).
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Alors il existe A € C et 0 # b € A tel que (a;, — A\)b =0 et (a;, — M)A est de codimension
infinie. Il en résulte que D — A est un diviseur de zéro et que (D — AI)M,(A) est de
codimension infinie. D’apres (2), ceci est une contradiction.  ///

Notons que le méme résultat reste vrai si on remplace M, (A) par une de ses sous-
algebres vérifiant certaines propriétés telles que dans la preuve. C’est en particulier le
cas pour algebre des matrices triangulaires supérieures S, (A) ainsi que celle des matrices
diagonales D(A). Ajoutons que M, (A) est semi-simple alors que S, (A4) ne l'est pas et que
D(A) est presque commutative.

6.5 Algébres a poids Soit (A,]| ||) une algebre de Banach unitaire quelconque, w =
(wn)n>0 un poids sous-multiplicatif et x un symbole. Posons

L(A) = {a:= Zanx"; lal| := Z |an|wn < 00}
n=0 n=0

n+m

Alors pour la multiplication az"bz™ = abz et la norme

oo
lall :== > lan|wn,
n=0

1 (A) est une algebre de Banach unitaire telle que () -, "¢} (A) = {0}. Comme pour tout
A € C, x — X nest pas un diviseur de zéro dans ¢1(A), z € DTN(¢L(A)). Remarquons
ici qu’il est possible qu’aucun élément de A n’en détermine la topologie de la norme ([5],
Example 1.).
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