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＊寄稿

熱力学は数学的（Thermodynamics is mathematical）

明星　稔（Minoru Myojo；無所属）

本稿は電気メーカに勤める異色の会員がお届けするもので、自然科学の中心に数学が存在すると考え

る著者主張について、熱力学を対象に論じる。著者は、35年ほど前に入社し照明部門に配属され、どの
ような技術者に成長するのか自分でも不明に感じていた頃、高出力形蛍光ランプ内部の水銀蒸気圧を制

御するアマルガム（水銀と低融点金属の合金）の温度依存・組成変化挙動について熱力学を駆使して論

じた論文 [1]に出会った。そのことが、多少とも熱力学知識に自信を持っていた自らの研究者・技術者ス
タイルを決したように感じている。後に成した著者の技術開発の業績の 1つに、Langmuirプローブを
用いないで実用蛍光ランプ電極の仕事関数計測を可能にした技術構築がある [2]。仕事関数の上位概念に
化学ポテンシャルがあるように、それは「著者が熱力学とともに技術者人生を歩んだ」ことを印象付け

ている。また、本稿のコンテンツの一部は、著者が職場で熱力学を教えた経験に基づいている。（無所属

との表記は、熱力学研究・発表の自宅活動が会社より許諾されたことの別表現である。）

1 はじめに

M. Campisi and D.H. Kobeは 2010年、量子熱力学視点を入れて、マクロとミクロの両系で有効な新
Boltzmannの関係式：

S = k lnΦ (1)

を提案した [3]。この式は従来の Boltzmannの関係式：

S = k ln W (2)

とマクロ系で一致するが、ミクロ系では一致しない（ Φ ̸= W；microscopic）ことを主張している。本
稿は、古典熱力学と統計熱力学を用いて準静的過程を数理学的に記述することを目指し、その結果とし

て、M. Campisi and D.H. Kobeの主張の延長線上に

Φ = e − 1 + W (3)
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があることを明らかにする。〔本稿が語るミクロとは、通常に認識される物質の構成要素（電子・原子

核・素粒子など）ではなく、系のサイズに関係して、系を構成するBoltzmann粒子が減数されて系が数
理学的に記述されることを指す。その系をミクロ系と呼び、その逆をマクロ系と呼ぶことにする。〕

その解明に向けた大・小課題認識を以下に記す。

• 旧来から、カルノーサイクル中の準静的過程が擬態表現 “ゆっくり”に代表されて色々に表現されてき
たが、“準静的過程を数学的に記述する”ことの方にも価値はありそうだ。

• p-V 線図（pは圧力、V は容積）における全微分操作の数理世界には無限小の dV (̸= 0) と dp (̸= 0)
が存在し、その線図内のさらに等温線の中に両者を見出すならば、その等温線は “幅”を有するこ
とになる。

• 準静的過程に関係した定義式；TdS = δqrev と pdV = −δwrev の導出根拠に、より明確な数学的概念

を持ち込むことはできないだろうか？

• 等温線に “幅”を設ける概念からは、“エントロピーは補償的要素と非補償的要素からなり、その非補
償的要素が熱力学第 2法則を導いている”と言えそうだ。

• p-V 線図の極限世界は、特殊状態方程式 pV = ST の数理学的存在を認めていそうだ。

• この特殊状態方程式 pV = ST と Eq.3は数理世界に現れた表現であろうから、 1つの導出過程だけに
頼るのでなければ、それらは実験実証手段によるのではなく、よく知られた既存物理学理論に裏

付けられる形の傍証知見をできるだけ多く集めるのが良い。

2 数学に裏打ちされた準静的過程

Fig.1 の p-V 線図内で静止する点 (# 1)は、エネルギー状態量 p1V1を表す [4]。一方、点 (# 2)〔状態
量 p2V2〕を加味した 2状態量間の差分（# 1→# 2）は状態量ではなく、熱 (2/3)Q [= ∆(pV )1→2] や仕
事 (2/3)W [= ∆(pV )2→1] といった移動量（非状態量）である [5]。

こうした条件下で、Bernoulliの関係式を含む熱力学第 1法則は

(3/2)∆(pV )1→2 = ∆U1→2 = Q + W (4)
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のように表される。ここで記号 U は系の内部エネルギーである。この系が粒子数を減数しながらもまだ

マクロ段階に踏み留まるとき、error gap ∆V ∆p(̸= 0)を有する内部エネルギー変化 ∆U は記号 dU へと

次式：

dU = δQ + δW (macroscopic) (5)

を伴って変化する。ここで、記号 dは完全微分を、同 δ は不完全微分を表す。error gap ∆V ∆pが有限

(∆V ∆p ̸= 0) である限り、両者 δQと δW の動きは巨視的（マクロ的）である。

ところが、系がさらに粒子数を減らしてミクロ系に到達したとき、dV dp = 0となって error gapをな
くした内部エネルギー dU は

dU = δqrev + δwrev (semi-microscopic) (6)

のように表せるようになる。ただし、物理量 δqrev (≡ TdS) は可逆（reversible）動作機能を有した無
限小の熱量であり、物理量 δwrev (≡ −pdV ) は同機能を有した無限小の仕事量である。Eq.6中の semi-
microscopicは、後述で明らかになるように “等温条件下でマクロ系に繋がったミクロ系”を意味する。

“全ての熱力学関数の全微分操作が有効である”ためには、Eq.6に示した可逆動作が「数学の世界」の

中でのみ機能していることを主張しなければならなくなる。以下に、そのことを確認する。

Fig.1に示したerror gap ε(∆V,∆p)
√

(∆V )2 + (∆p)2の数学概念に従えば、全微分のerror要素 ε(∆V, ∆p)
は

lim
(∆V,∆P )→(0,0)

∆V ∆p√
(∆V )2 + (∆p)2

=
dV dp√

(dV )2 + (dp)2
= 0 (7)

と表される [6–8]。ベクトルスカラー長
√

(∆V )2 + (∆p)2に対する error gap ∆V ∆p（= error要素）の
極限をとったとき、分子の error gapはゼロ（dV dp = 0）となり、Eq.7の error要素 ε(∆V, ∆p)もゼロ
になる。そのとき、分母のスカラー長はまだゼロではない点に注意が払われなければならない。それは、

error gapがゼロ（dV dp = 0）にて、p-V -pV 空間の点 (# 1)を始点とする単調増加曲面が平面に変わる
ことを意味する。もしスカラー長

√
(dV )2 + (dp)2も同時にゼロならば平面は存在せず、全微分の成立

根拠は失せることになる。そうした考察は、V 軸あるいは p軸に沿った 1階微分の存在を問うとき、曲
線に対する接線（傾き）の存在意義に置き換えれば理解は容易となろう（同様の議論は Eq.11の周辺で

も行う）。

分母のスカラー長
√

(dV )2 + (dp)2 がゼロでないということは、それの構成要素である “dV と dpも

p-V 線図の中にあってゼロではない”と結論付けられる。古典熱力学が準静的過程について扱った定義式：

TdS ≡ δqrev, −pdV ≡ δwrev (semi-microscopic) (8)

のうちの無限小の仕事量 δwrevは、dV ̸= 0によってその存在が保証されたことになる。また、そのよう
なミクロ系（dV dp = 0）では、Bernoulliの関係式〔pV = (2/3)U〕が成立しなくなる代わりに、

dU = d(pV ) (microscopic or semi-microscopic) (9)

が成立すると考えるべきである。

さらに、p-V 線図中の dV と dpがゼロでないならば、その線図の中で表現される等温線は、Fig.8で

表されるように、“無限小の幅”を有していると考えるべきである。極限の数学世界に設けられたそうし
た概念は、過去に論述された可逆過程（reversible process）のうちの最も厳密な定義 [9–11]、すなわち

　　 (1) どの段階からでも可逆反転できる、

　　 (2) 反転するための経路依存性はない、および

　　 (3) 反転に際して系の内外で変化の痕跡を残さない
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と結び付く。そのような可逆過程は、古典熱力学で記述されてきた準静的過程（quasistatic process）と
同義となり、「“無限小の幅を有する等温線”の中における数理学的操作」によってのみ表現されると理解
した方が良い。

ところで、全微分 d(pV )は

d(pV ) = (p + dp)(V + dV ) − pV = V dp + pdV + dV dp = V dp + pdV (10)

のようにも記述できる [6]が、この Eq.10に表れた全微分条件 dV dp = 0は、Fig.1の error gapが一般に
ε1∆V + ε2∆pと表されることによっても明示することができる。すなわち、それぞれの物理量 ∆V と

∆pがゼロに近づいて dV と dpになるとき、error要素の ε1 と ε2 はゼロになる（ ε1 = 0, ε2 = 0）特
徴を有する [12,13]から、極限をとった error gapが

lim
(∆V,∆p)→(0,0)

ε(∆V, ∆p)
√

(∆V )2 + (∆p)2 = ε1dV + ε2dp = 0 (11)

と表されて、dV dp = 0と同じ結果を与える。なお、蛇足ながら、Eq.10で dV dp = 0となるとき、同時
に dV = 0 かつ dp = 0とはならないから、d(pV ) の全微分表記が可能になったと考えて良い。
次に、この全微分条件 dV dp = 0が準静的過程の成立条件でもあることを示す。
無摩擦のピストンが系内外の無限小の圧力差 dpによってシリンダ容積 V を無限小の dV だけ増減させ

るとき、その動作を可逆的（準静的）ならしめるためには、動作後に元に戻ったシリンダに仕事差 ∆V ∆p

を生じさせてはならない [14]。そういった理由で、dV dp = 0は準静的過程の成立条件にもなっている。
準静的過程について、従来からの解説で語られることの多い「時間要素 “ゆっくり（slowly）”」が、
今後にどのように扱われるべきかを指摘する。

準静的過程を語るための本質的要素が無限小のdV とdpに絞られることは、その成立条件（dV dp = 0）
より明白である。そのうちの dV について、ピストンの内部断面積をA、その無限小の移動距離を dxと

すると、p-V 線図（V 軸）で無限小の容積は dV = Adxと表せる。さらに、ピストン駆動速度wと無限

小の時間幅 dt を設けて dV = Awdtと表現し直すこともできる。ただし、こうした記述は説明修飾的で

あると言わざるを得ない。修飾的記述に基づく時間要素の “ゆっくり（slowly）”は、現実世界の類似事
象の説明には役立てられても、p-V 線図を用いる数理解析に対して直接的に解を導くことはない。
それでは、移動量（非状態量）に時間概念を付与すべきか否かの判断基準をどこに求めれば良いか？著

者の見解によれば、その解は対象とすべき系のサイズに依存している。本稿がしきりに主張する「極限

における無限小の数学世界」にあっては、その差分値に時間概念の入り込む余地はない。古典熱力学が

論じる「どのような状況下でも可逆反転応答が可能な準静的過程」とは、上述した数理世界によっての

み、その特徴を顕わにすることが可能になる。なお、いくらここで無限小を取り扱っていると言っても、

熱力学関数の微分動作が関係した p-V 線図上での無限小エネルギーサイズは、量子世界のエネルギーサ
イズ hν程度 [Js·s−1] とは比較の対象にならない一方で、後述するように (1/2)kT 程度 [JK−1·K]の大き
さを有する。ここでの数学的興味は、「熱力学関数の組み合わせを扱うときの無限小は、単独の関数をゼ

ロに近づけるときの無限小とは明らかに異質である」点である（詳細は後述）。

全微分 d(pV ) に対し定数変数としての容積（dV = 0）や圧力（dp = 0）を付与制限とするとき、完
全微分の d(pV ) はそれぞれ不完全微分 d(pV )V = V dp、d(pV )p = pdV へと転じることになる。

3 準静的ステップを知るための新しい取り組み

Eq.8の定義式を導くための、全く新しい方法を紹介する。我々は既に粒子数を減じたミクロ世界の重

要性を認識しているから、先ずは “粒子数”に注目する。
nをモル数、Rをガス定数、N を粒子数、NAを Avogadro数、kを Boltzmann定数とする一般・マ
クロ世界の状態方程式：

pV = nRT = (N/NA)(NAk)T = NkT (macroscopic) (12)
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から、粒子数がN = pV/kT と記述されることを参考にして、Gibbs-Helmholtz式から導かれる式の 1
つである

G = H − TS (13)

の式形（GはGibbsエネルギー、H はエンタルピー、Sはエントロピー）に近づくように、熱力学関数

で組み立てられた関係式の 1つ：
G = U + pV − TS (14a)

を、以下のように変形する。

G = U + TS(pV/TS − 1), (14b)

G = U + pV (1 − TS/pV ). (14c)

ここで、Eq.12を Boltzmannの関係式 S = k ln W（Eq.2）によって書き改めた状態方程式：

pV = (N/ ln W )ST (15)

を参照すれば、2つの状態量 pV と TSの比が、確かに粒子数に関係の深い関数形となっていることが分

かる。ただし、W は Boltzmann粒子が系内に納まる “場合の数”である。それは熱力学的重率とも称さ
れるが、粒子減数下の表現としては適さない。
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粒子数 N の減数に伴い pV が TS に限りなく近づくならば、Eq.14b の (pV/TS − 1) と Eq.14c の

(1− TS/pV ) は、共にゼロに向かうことになる。この推測を前提にすれば、Eq.13の絶対温度 T がゼロ

に向かう現象と同じアナロジー（類似則）を利用することができるから、粒子減数後のミクロ世界を探

索できる足掛かりがここに得られたことになる。

それを確認する前に、化学平衡論における van’t Hoff 式や化学反応速度論におけるArrhenius活性化
エネルギーが提案される基礎となった Gibbs-Helmholtz式とその周辺の知識が何を物語っているかを振
り返る。Eq.13と、基本的な熱力学ポテンシャル表現の 1つ：

(∂G/∂T )p = −S (16)

は、Fig.2を用いて図解で説明することができる [15]。圧力 pを一定にした絶対温度 T に対するGibbsエ
ネルギー曲線の接線傾きは−Sであり、その値に絶対温度 T を乗じた−TSが Eq.13で表されるように、

GibbsエネルギーGとエンタルピーH の関係をつないでいる。絶対温度 T がゼロに向かうとき、その

ギャップ TSもゼロに向かい

G = H (類似の関係式からは U = F ) (17)

が得られる。このとき同時に、Gibbsエネルギー曲線の接線傾き −Sもゼロ（S = 0）に向かっていて、
熱力学第 3法則が成立する。

Fig.2の中に示した、8つの熱力学関数と粒子数N を配置した 9つの小箱からなる集積箱をご覧頂きた
い。この箱は、ボックス中央部に粒子数N が、辺中央のエネルギー関数の両脇に非エネルギー関数がそ

れぞれ配置され、一定のルールの下、Eq.16などの熱力学ポテンシャルを簡易に書き出せるように考案

されたが、それは、Max Bornの時代から既に存在した [16]。（M. Bornは 2つの量子力学理論が提出さ
れた前後に、Heisenberg理論が行列表現を成していること、片や Schrödinger波動方程式が “確率”に関
係していることをそれぞれいち早く指摘した数学者・物理学者である。彼は、本稿が扱うボックスに類

似した手法を活用して熱力学教育に当たった。）今ここで、この箱を持ち出した理由は、この箱が次に説

明するアナロジー理解の助けになるからである。

Eq.13について解説した Fig.2のアナロジーを Eq.14bと Eq.14cに適用し、そこから得られる結果を

Fig.3に示す。GibbsエネルギーGを粒子数N で偏微分するという考え方は、Gibbsが始めた化学ポテ
ンシャル µi,p,T,Nj(i ̸=j)の概念に近い。両者の違いは、本稿が対象としている概念がカルノーサイクルの

ための単一理想気体を扱い、かつ偏微分するときに主要 2変数の pと T を同時には一定として取り扱わ

ない点である。

ところで、Fig.3(a) (b)の x軸がともに粒子数を反映させた軸であるとすると、1つずつ粒子数が増減
することによって、GibbsエネルギーG曲線の接線傾き〔Fig.3(a)の TSないしは Fig.3(b)の pV〕の変

化する様子は、それぞれの図から読み取ることができる。上述したことを全微分を経由させて表式化す

ると、

d(ST )T = (SdT + TdS)T = TdS ≡ δqrev, (18)

d(pV )p = (pdV + V dp)p = pdV ≡ −δwrev (19)

となり、Eq.8の 2つの定義式がここに突如として現れたことになる。元々、Eq.8は準静的過程を扱うた

めの定義式であったが、粒子数を 1つずつ 1つずつ変化させるプロセスを追いながら生まれた Eq.18と

Eq.19は、正に Eq.8定義式の裏付けに役立ったと言える。この成果は、本稿がこれより先に結論付けよ

うとする内容に対して、1つの有力な傍証知見となるかも知れない。
なお、本稿では理想気体を対象に考察を進めているが、この理想気体を実際の気体に代替して考察し

直したとしても、ミクロ化に向けた粒子減数に伴う系内気体分子密度の大幅な低下は、その考察が（van
der Waals状態方程式の分子間力と分子容積を表現する 2つの定数項を無視できるが如く）理想気体を
扱う場合と同じになることを気付かせてくれる。熱力学のマクロ工学的な応用展開性が実用気体だけで

なく液相や固相にまで及ぶことに想いを巡らすとき、この “気付き”があることの意味は大きい。そうし
た事実関係を踏まえ、本稿では次章以降も引き続き、理想気体を対象にした考察が進められる。
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4 特殊状態方程式

Fig.3(a) (b) の更なる主張は、たとえ一定に置くべき変数の T と pを入れ替えても、粒子が減数して

いくその最終過程で、GibbsエネルギーGと内部エネルギー U が一致するステージ（G = U）が “数理
学的到達目標として存在する”ということである。それを可能にする条件は、Fig.3(a) (b)ともに

pV = ST (20)

ということになる。この方程式は 2つの極限〔(pV/TS − 1) → 0, (1 − TS/pV ) → 0〕の数理学的到達
点であって、現実世界には存在しない。しかしながら、「一極限形式」として無限小の d(pV/TS − 1)や
d(1−TS/pV )が存在する一方、数理解析を目的とした到達点としての Eq. 20の存在は認められて良い。

本章では、この式の物理学的・熱力学的描像の展開性に触れる。

p-V 線図内に現れる無限小の物理量 dV と dpは Fig.8に示すが如く “無限小の幅を有する等温線”を具
体化し、Fig.4による描像の成立を可能にしている。

Fig.4の中で等温線の幅を τ0 ∼ τ と表せば、無限小の移動量である熱量 δqrev と仕事量 δwrev はそれ

ぞれ

δqrev = p(dV )τ0→τ = V (dp)τ0→τ = d(pV )τ0→τ (21)

δwrev = −p(dV )τ0→τ = p(dV )τ→τ0 = d(pV )τ→τ0 (22)

と記述することが許される。これら 1組の移動量の δqrevと δwrevは、熱力学第 1法則（Eq.6）に従った

2ビートモーション「じわじわ」の様式にて、等温線の中で可逆動作が可能な準静的過程を機能させるこ
とができる。そのとき、等温のため状態量変化のない内部エネルギー（dU = 0）の動作点 ( • )は、等
温線 τ0上にて補償されたエントロピーに名を変えて、その最小駆動ステップ dS (• •)を

dS = δqrev/T = d(pV )T /T (23)

のように記述することを許容する。

この無限小の熱量 δqrevを T -S線図で扱うとき、等温下（dT = 0）では “T 軸方向に幅”を設けて論じ
ることは禁じられ、その代わりにそこで議論すべき対象の無限小の物理量は、S軸上のエントロピー dS

ということになる。そうした描像の数学表現は、既に Eq.18で与えられている。

Fig.4(a) と同図 (b)は、相互に逆向き動作の関係にあって、可逆動作を表している。極限・数理世界で

微視的に拡幅された等温線の τ0上の動作点は、数学的な全微分動作が可能で、時間概念フリーの可逆過

程を許容している。
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さて、ここに 2通りに表現された無限小の熱量 δqrevの Eq.21と Eq.18を取り上げる。両者とも、それ

ぞれの状態量の全微分表記を等温条件の制約を加えることによって、無限小の “熱の流れ（移動量）”を
表現している。そして、その両者を同一視すれば、

d(pV )T = d(ST )T (24)

が得られる。この表出を数理学的視点から認めるか否かが、本稿を理解する上での最大のポイントとな

る。とくに、マクロ世界でゼロとなる d(pV )T がミクロ世界で d(pV )τ0→τ （Eq.21参照）を表現してい

ると理解するためには、数理世界における “無限小の dV と dpの存在”とそれに続く “等温線は幅を有す
る”といった概念把握が欠かせない。

Eq.24の積分解の 1つは pV = ST（Eq.20）である。それは積分定数を持たない特殊解であり、外界か

ら隔絶されたミクロ系にて Fig.4(a)の δqrevがそれ単独で振動しているような描像を与えている。

さらに Eq.24の積分操作は、pV = ST（Eq.20）の特殊解以外に、マクロ（現実）世界とミクロ（数

理）世界を絶対温度 T で結合させたカノニカル集合的な複合系 (semi-microscopic) の状態方程式：

pV = nRT (full static) + ST (quasistatic) (25)

で構成される「一般解」の存在を許容する。この式は、マクロ状態を表した pV = nRT (full static)（積
分定数）とミクロ状態を表した pV = ST (quasistatic) の 2つの状態方程式からなる。

Eq.25のマクロ系とミクロ系が連携し、片方のマクロ系から他方のマクロ系へと準静的な熱移動が生

じる様子は、モデル化して Fig.5のように図示できる。マクロ系からミクロ系に向けて送り出される熱量

δqrevは、Eq.24の成立を前提にした Eq.18によって表現される。等温線内のミクロ系では、他方のマク

ロ系へと準静的に熱を送り出すべく、熱力学第 1法則（dU = 0）に従った 2種非状態量（δqrevと δwrev）

の 2ビートモーション「じわじわ」が可逆動作を主導していると理解して良い。等温線 τ0上の動作点移

動 dSは、マクロ系間の準静的な熱移動を対象にして表現される。

そうした準静的で補償されたエントロピー dS（Eq.23）に対して、補償されないエントロピーの存在

が知られている。それは、むしろマクロ的には主流派であり、Fig.4(c)に示すように、δqrevと δwrevに

代わる非状態量の δQと δW が、無限小の幅を有した等温線 T をはみ出して動作するときに現れ、

∆S = ∆V ∆p/T (26)

のように表出される。

その過程は不可逆である。それは、エネルギー要素の error gap ∆V ∆pが非補償的に生じて（dV dp →
∆V ∆p）、準静的でなくなるためである。その不可逆過程で生じたエネルギー要素 ∆V ∆pは蓄積・保

存されて非補償エントロピー ∆Sは有限のまま、サイクル収支で見たときのエントロピーは熱力学第 2
法則： ∮

C
dS > 0 (27)

に従う（注記：熱伝導源の熱量 ∆V ∆pがその大きさを変えずに高温域から低温域へ移動するとき、そ

の事象推移の指標としてもエントロピーは増大する）。ちなみに、補償されたエントロピーのみでは∮
C

dS = 0

となる。
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次に、等温線 τ0上ではなく、等温線 τ 上にて動作点移動が生じると考察すべき事例を示す。

δqrevと δwrevの間の準静的なエネルギー変換、あるいは δQと δW の間のマクロ的なエネルギー変換

を考察するとき、Fig.6に示すように、準静的変換時の d(pV )でもマクロ的変換時の類似点にあっても、
状態関数 pV を移動対象とする動作点 (•)は等温線 τ 上にある。ここで、前者の考察は Jouleの「熱の仕
事当量」に関係があり、後者の考察は外部に隣接するマクロ系に対して温度上昇を強いるといった、古

典的な「砲身中刳り観察で仕事と熱の関係性を明らかにした Thompsonの発見」に関係がある。

5 解明に向けた統計熱力学的アプローチ

特殊状態方程式 pV = ST（Eq.20）が極限・数理世界（解析目的）で存在し得ることを、「粒子数を少

数に限定した統計熱力学手段」によって明らかにする。

ミクロ視点からマクロ視点までの全てをカバーした状態方程式 pV = (N/ ln W )ST（Eq.15）は、特殊

状態方程式 pV = ST（Eq.20）を成立させるための条件が

ln W = N (microscopic) (28)

であることを示唆している。そして、Bose 粒子に対する “場合の数W”[17]:

W (N1, N2, · · · , Nn) =
∏

i

(Ni + Zi − 1)!
Ni! (Zi − 1)!

(29)

を参照し、本稿がターゲットとするミクロ条件下（粒子数N は少数）の Boltzmann 粒子には、その類
似表現：

W (N, Z) =
(N + Z − 1)!
N ! (Z − 1)!

(30)

が、その系の “場合の数W”に充てられた。ここで、ZはBoltzmann粒子が系内で配座し得る状態の数で
ある。本来、“場合の数W”への適用が検討されるべき多重度関数 g(N, M)〔 = (N+M−1)!/[(N−1)!M !]
（ただしU = Mε0）〕について、ミクロ条件下ではその採用が見送られた（その理由は本章の最後に記述）。
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本取り組みのように Eq.28の成立を前提にするならば、逆算にて粒子減数下の Z数値を決定すること

ができる。以下、Eq.30に倣った表現にて、表計算に必要な他の式群を再掲する。

S = k ln W (N, Z), (2b)

pV =
N

ln W (N, Z)
· ST, (15b)

ln W (N, Z) = N (microscopic). (28b)

計算開始前ではあるが、Eq.2bと Eq.28bの両式を凝視すれば、マクロ世界では極めて奇妙に感じられ

る式：

S = kN (microscopic) (31)

が、何やら既に自己主張を始めていることに気づく。計算を急ごう。

Table Iと Fig.7は、上記式群が与える条件に従って得られた計算結果を表す。計算順序は同表の下部

に記してある。果して Fig.7は、粒子減数下にて曲線 Z と直線 Eq.28bとの間に “交点が存在する”こと
を認めた。Z値は物質を系内で構成するための基本要素の 1つであり、式 Eq.28bは極限数理世界の特殊

状態方程式 pV = ST（Eq.20）を与えるための条件式であることから、その両者がつくる “交点”は、数
学世界と物質物理世界の接点であると言える。その交点は点 (5.5, 5.5)に近く、ある特別な意味を有して
いるようだ。そうした内容を中心に、Fig.7を通じて得られるいろいろの考察結果を以下に記す。

先ずは、Eq.28bから始める。数理世界で pV = ST（Eq.20）が成立するための条件式であるこの式は、

粒子数の増減変化がマクロ（例えば粒子数にして 1020 ∼ 1030個の）世界で連続変化と見なされる領域
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のものではなく、ミクロ世界で非連続化して、粒子数N がそれ本来の加算（カウンタブル）性を強める

領域のものである。その結果、S = kN (microscopic)（Eq.31）に従って、Fig.7に示すように、エント

ロピー Sもカウンタブルとなる。 Eq.28bに従えば当然のことながら、粒子数がN = 1のときエントロ
ピーは S = kとなり、粒子数がN = 0ならば絶対ゼロ度（T → 0）の概念を持ち出すまでもなく、エン
トロピーは S = 0になる。
さらに、式 S = kN (microscopic)（Eq.31）の両辺変量について、N の移動変量を記号 ∆(t) を用い

∆(t)N と置けば、

∆(t)S = k∆(t)N (semi-microscopic) (32)

と表すことが許される。ここで、点 (5.5, 5.5) を中心にして、粒子数の移動変量が ∆(t)N = 1/2 と与え
られたと仮定しよう。そうすると、Eq.32からは

∆(t)S = (1/2)k ≡ dS (semi-microscopic), (33)

T∆(t)S = (1/2)kT = TdS = δqrev (semi-microscopic) (34)

が得られる。Eq.34の (1/2)kT は、気体分子運動論から導かれる最小の熱エネルギー量と同じである。

それは、同式左辺の熱力学的最小エネルギーの考え方 [5]および右辺の TdS = δqrev（Eq.18参照）につ

ながり、エントロピーが無限小化 ∆(t)S → dS（Eq.33）することの主張（Eq.24に至る説明）を補強し

ている。以上の考察より、上述した “粒子数の移動変量 ∆(t)N = 1/2”は単なる仮定ではなく、Fig.7中

に現れた数理学上の真理と読み解くことができるかも知れない。

統計熱力学の視点を入れた別の気付きを紹介する。

Fig.7中の点 (5.5, 5.5) 近くの交点は、粒子数が N = 5 ∼ 6 のときに得られた。この交点は Fig.3(a)

(b)のそれぞれ原点近くでU 曲線とG曲線が交わる点に相当する。その数理学的交点の別表現はG = U

であるが、Fig.7の交点付近でのエントロピー（S = 5k ∼ 6k J · K−1）から察するに、その内部エネル

ギーは決してゼロでなく（U > 0）、ミクロ系（無限小の幅を有する等温線）にあって準静的動作を実行
するに足るエネルギーは内部にしっかりと担保されていると解釈できる。

こうしたミクロ世界の系にあって、次第に系の粒子数を増していき、マクロ系に転じて Bernoulliの
関係式が顕わになる様子、すなわち Eq.30から Eq.29（さらには Boltzmann粒子本来の “場合の数W”
を表す関数）へと粒子数を増やしつつある系にあって、Fig.7のミクロ世界（Eq.28； ∂ ln W/∂N = 1）
からマクロ世界（ ∂ ln W/∂N < 1）へと移行する “瞬間”が如何なる物理的描像で表されるかを、Fig.8

を用いて解説する。

Fig.8のミクロ世界における点 (# 1)が点 (# 2)へと移動するとき、全微分式 d(pV ) = pdV + V dpが

示すように、そのエネルギー変化は (1/2)kT + (1/2)kT = kT である。そのときのエントロピー最小変

化（ ∆(t)S = k）および粒子数最小変化（ ∆(t)N = 1）は、ミクロ世界のルール（Eq.32）に従ってい
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る。ところが、その系がさらに粒子数を増やしマクロ世界へと足を踏み入れる瞬間、同じ Fig.8にあっ

て新しい事象が生じる。すなわち、準静的過程の条件（dV dp = 0）が崩れて、dV dp = (1/2)kT（Fig.8

の小矢印で表示）が突如として現れる結果、点 (# 2)に至るための最小エネルギー変化は (3/2)kT と表

現されるようになる。このような指摘は、かつて Bernoulliの気体分子運動論から導かれた 1粒子あた
りの最小運動エネルギーの、Boltzmannによる解釈、すなわち ⟨(1/2)mv2⟩ = (3/2)kT と一致する。

ここでの解説は、「Bernoulliの関係式 pV = (2/3)U」の熱力学的導出と、Boltzmann粒子が “マクロ
世界”を創って始めて機能する「エネルギー等分配の法則」の有効性の両者を、同時に言及していると言
える。

本章の最後に、“場合の数”の数え上げ方に関する注意事項に触れる。
Boltzmann粒子による “場合の数”の数え上げには、粒子N に対して最小エネルギー ε0をM 数で割

り付ける形式の多重度関数 g(N, M)に従うのが一般的である。しかしながら、極限条件 pV = ST を加

味しつつ、実際に Z 数をM 数に代替して Fig.7に類似した表現を試みるとき、粒子が減数してN = 5
辺りまではZ曲線とM 曲線に大した違いは認められないものの、更なる粒子減数でM 値（=系の内部
エネルギー）は、N = 3で極小となりN = 2で上昇に転じる（さらにはN = 1でM 値は不在となる）

といった不具合が顕著となる。こうした結果より、多重度関数 g(N, M) による “場合の数”の数え上げ
は、マクロ系および熱力学的極限粒子数のN = 5.5までは有効ながら、同じ Boltzmann粒子でも熱力
学的極限粒子数を下回った領域（N = 1 ∼ 5）では不向きとなることを認めた。

6 統計熱力学的アプローチの課題と対策

6.1 課題認識

5章に記したような説明を続ければ、Fig.7に現れた結果はかなりの成果を収めたかに見える。しかし

ながら、この図の中にも複数の課題が見え隠れしていて、それらへの学術的見解の明示と対処が求めら

れる。それらは、次の 3点：

(1) Fig.7の最少粒子数（N = 1）が表す点 (N, W,Z) = (1, e, e) について、粒子 1個を納める状態の数
が Z = eであるとは、何とも落ち着きが悪い。ミクロ領域では Eq.28ｂに従うことを前提として

いるために、粒子数が増して Z 値が小数点を有する数値となることに理解は示せても、最少粒子
数のN = 1の場合には “事の始まり”として、なぜ (N,W,Z) = (1, 1, 1)でないのだろうか？

(2) Fig.7の中に見られる交点 (N, Z) は、Table Iより 2点平均を取った擬似交点 (5.5, Z) = (5.5, 5.52)
に代用させて表せて、それは決して中心点 (5.5, 5.5)に一致していない。それでは、その交点を中
心点 (5.5, 5.5) に一致させる手段、あるいは中心点 (5.5, 5.5) にもっと近づける手段はないのだろ
うか？

(3) 点 (N, W,Z) = (1, e, e) に関するN = 1と S = kN (microscopic)（Eq.31）の関係と、W = eと

S = k ln W（Eq.2）の関係はともに、S = kの結果を与える [18]。この結果は、熱力学第 3法則が
主張するところの lim

T→0
S = S0 ≡ 0 [19,20]〔 lim

T→0
W = 1 (N > 1) [21]〕とは趣を大いに異にして

いる。その理由は、“場合の数W”を決定する背景要素のうちの、減数下のカウンタブル（非連続
的）な粒子数N とアンカウンタブル（連続的）な絶対温度 T との間で、決定的な認識上の相違・

ミスマッチが生じているためではなかろうか？

に要約できる。
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6.2 修正Boltzmannの関係式

先ずは、6.1の課題 (1)について取り組む。そして、その結果が課題 (2)についても対応していること
を説明する。

粒子 1個（N = 1）を納める状態の数 Z は 1個（Z = 1）で十分である。その (N, Z) = (1, 1) が成立
するときの “場合の数”はW = 1であって、最終的に (N,W,Z) = (1, 1, 1) に帰結する。したがって、課
題 (3)の視点に留意しながら、(N, W,Z) = (1, 1, 1) が成立するように Boltzmannの関係式 S = k ln W

（Eq.2）の修正を試みる。

このBoltzmannの関係式（1877年）はBoltzmannの原理とも呼称されるが、そうした “原理”呼称は
1905年の Einsteinによる 3本の論文のうちの 1本 [22]にそれが記述されたときに始まった。エントロ
ピー不定定数の量子論的取り扱い（S0 = 0）とこの関係式の構造を論じた Fermiの書籍 [23]の中に、同
関係式の修正可否に関する記述はない。ここでの著者の立場は、Boltzmannの原理を一旦は一関係式の
扱いに戻した上で、もっと自由な発想を伴わせて、Carnotや Boltzmannが目指した彼ら本来の意向を
発展的に解釈し直すことである。

さて、(N,W,Z) = (1, 1, 1) を満足させるための取り組みでは、

• 修正 Boltzmannの関係式 S = k ln(e − 1 + W ) を採用すると決めた上で、

• その中の “場合の数W”について、その数W の由来が、本来 Boltzmannが企図した粒子数N に

基づくWB なのか、Nernstの熱力学第 3法則が成立する過程で Planckが企図した絶対温度 T に

基づくWP なのかをしっかりと切り分けて、
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議論を進める必要がある。もちろん、本稿での議論の中心は粒子減数に伴うミクロ化であるから、対象

となる修正 Boltzmannの関係式は

S = k ln[e − 1 + WB(N, Z)] (microscopic) (35)

となる。そして、それに合わせた関連の式群は

pV =
N

ln[e − 1 + WB(N,Z)]
· ST, (36)

ln[e − 1 + WB(N,Z)] = N (microscopic) (37)

と与えられる。Planckが企図したWP が関係した議論については後述する。

Eq.35～Eq.37に基づいて計算し得られた結果を、Table IIおよび Fig.9に示す。Fig.9からは、当初の

目標に従って点 (N, W, Z) = (1, 1, 1) が得られていることが確認できる。こうした “修正Boltzmannの
関係式（Eq.35）”について、修正する行為の妥当性を見出すことは重要である。その妥当性を見出す候
補の 1つは、6.1の課題 (2)の中にある。Table IIからは擬似交点 (5.5, Z) = (5.5, 5.51)が得られて、そ
の結果は修正前に比べて中心点 (5.5, 5.5) に更に近づいていることを示している。そうした事実は、上述
した Boltzmannの関係式の修正行為（Eq.35）の概ね妥当性を物語っている。

ただし、修正後の擬似交点も中心点 (5.5, 5.5) に完全一致させることができなかった点は、今後の課題
として残る。本修正行為の更なる真偽見極めのため、妥当性評価を続ける。

6.3 場合の数を決定する背景要素の歴史的側面

6.1の課題 (3)について、先ずはその前半部分の “場合の数”の違い（W = eとW = 1）について触れる。
この違いは、6.2で先述したように “場合の数の識別”によって明らかとなる。課題 (3)前者のW = eは、

“修正 Boltzmannの関係式（Eq.35）”に従ってWB = 1と改められ、課題 (3)後者のW = 1はWP = 1
のままにて、それには修正を必要としない Boltzmannの関係式 S = k ln WP が充てられる（詳細は後

述）。その結果、エントロピーの違い（S = kと S = 0）はそのまま残ることになるが、課題 (3)の後半
部分を解説する内容を踏まえれば、その違いに対する理解は深まろう。

課題 (3)後半の、“場合の数”を決定する背景要素の粒子数 N と絶対温度 T の両者特徴の違いについ

て、カウンタブル（非連続）性とアンカウンタブル（連続）性を中心に、その歴史的側面を解説する。

Boltzmannは、粒子 1粒 1粒を積み上げてマクロ系の統計熱力学を構築した功労ある数少ない研究者
の 1人である。結果的にその時代に彼が着眼し提出したコンセプトが “Boltzmann定数 k”であり、また
“Boltzmannの関係式 S = k ln W”である。そのときの “場合の数W”は粒子数を背景要素としているが、
マクロ系を対象にしているために、その粒子増減変動は “連続的である”とされた。そうした前提条件の
下で提出された関係式が、Boltzmannの関係式 S = k lnWB (macroscopic) ということになる。
熱力学第3法則には、Nernstの熱定理と呼ばれる時期があった。それを第3法則と呼ばれるまでに理論面
を強化した人物がM. Planckである。彼が採用した考証方法の 1つは、Boltzmannの関係式S = k ln W を

対象に、“場合の数W”の背景要素を粒子数から絶対温度への読み替えを行った上で、絶対ゼロ度（T → 0）
ではW = 1となり、そして S = 0となるといった論考であった。彼のこの論述に何ら問題はなく、Fig.2

で用いた図解もその正しさを追従している。著者の見るところ、Planckには幸運が伴っていて、絶対温
度はアンカウンタブル（連続的）な “場合の数W”の背景要素であるから、粒子減数下のミクロ系であっ
てもマクロ系のときと同じ形式の Boltzmannの関係式 S = k ln WP を採用し続けることができたとい

うことである。

粒子数を “場合の数W”の背景要素とする Boltzmannの関係式 S = k ln WB を、粒子減数下のミクロ

系（無限小の幅を有する等温線）に対応させる場合、少数の粒子ではカウンタブル（非連続）性を際立

たせるために、同関係式は修正 Boltzmannの関係式（Eq.35）への更新を余儀なくされたことになる。
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6.4 場合の数の非連続的背景要素と連続的背景要素

それでは、なぜ、場合の数の背景要素にあって非連続性と連続性の違いが議論の中心に据えられるこ

とになるのかを、以下に解説する。

この議論を始める前に、両者がもたらす熱力学関数・関係式の違いについて記しておく。カウンタブ

ル（非連続的）な粒子減数下の pV = ST（Eq.20）〔(pV/TS − 1) → 0ないしは (1 − TS/pV ) → 0〕が
表現する熱力学関数・関係式の形は

pV = ST = U − F = G − F =
H − F

2
(microscopic)

U = G =
H + F

2
(microscopic)

(38)

である。それに対して、アンカウンタブル（連続的）な絶対温度がゼロに向かう（T → 0）ときの熱力
学関数・関係式の形は、先述したように

G = H および U = F (17)

である。

さて、Fig.10は、Fig.7と Fig.9の両者 Z値計算結果を反映させた上で、x軸の粒子数N をその差分変

量 ∆(d)N （ただし ∆(d)N = N − 0）に kT を掛けたエネルギー変量 kT∆(d)N に、また Fig.7の y軸

（右側）のエントロピー Sを ∆(d)N に対応させた変量 ∆(d)S（ ∆(d)S = k∆(d)N）に、さらに同 ∆(d)S

に T を掛けたエネルギー変量 T∆(d)S〔Fig.10の y軸〕に、それぞれ変換している。このような x軸と

y軸をじっくり観察すると、x軸と y軸の数字の刻みはそれぞれ ∆(d)N と ∆(d)Sが担い、そうした刻み

のギャップの長さを伸縮させる役割を絶対温度 T が担っていることが分かる。以下、その詳細を述べる。

Fig.10の x軸と y軸に現れる数字は、 ∆(d)N と ∆(d)Sがカウンタブル（非連続的）な特性であるが

故の結果である。図中の 2つの Z 曲線は、x軸の粒子数N を変数に、2つの pV = ST 条件に基づいて

与えられた数値曲線であり、T∆(d)S とは異なった別の y軸（Fig.7あるいは Fig.9のそれと同じ）を有

する。Fig.7と Fig.9の 2つの Z曲線の Fig.10上での再掲が許される理由は、x軸と y軸がともに数値単

位からエネルギー単位に変更される中にも Eq.28bと Eq.37の両軸 1:1対応が崩れないため、すなわち、
他種・同一スケールの利用が可能になるためである。

粒子減数に伴ってミクロ化した系（無限小の幅を有する等温線）は、Eq.35～Eq.37により S = kN

(microscopic)（Eq.31）とその差分変量 ∆(d)S = k∆(d)N (microscopic)といった形でカウンタブルな
∆(d)N や ∆(d)Sを出現させた。熱力学関数を用いたその出現要件は、非現実・理想機関の準静的過程の

周辺に限定された U = G（Eq.38）である。

15



そして、エネルギー単位を持つ Fig.10の x軸と y軸は、ともに絶対温度 T を有する。図に示すとおり、

この物理量はいずれのギャップ中にも含まれていると解釈されて、T → 0にて x軸、y軸の各々ギャッ

プは縮小し、この図全体が原点方向に収縮していくことになる。そして、T → 0 に至る途上の “場合の
数”WP の値は不明ながら、T → 0の極限にあってはWP = 1となる。
いよいよ、ここら辺りから重要な局面を迎えることになる。

Eq.28bに基づいて得られる点 (N, W,Z) = (1, e, e) は、直線 ln W (N, Z) = N (microscopic)（Eq.28b）

の上にはない。その点が何を意味するかを端的に指摘するならば、それは “事の始まり”に際しても

U ̸= G

であるということである。この点 (N, W,Z) = (1, e, e) に絶対ゼロ度（T → 0）の条件を重ねるならば、
マクロ世界で 4種に識別されていた熱力学エネルギー関数のうちの 2種表現：

G = H および U = F (17)

が残ることになる。この条件は、我々がマクロ世界において絶対ゼロ度（T → 0）の達成を目指して取
り組むときの熱力学エネルギー関数の関係と同じである。

他方、Eq.37に基づいて得られる点 (N, W,Z) = (1, 1, 1)は、直線 ln[e − 1 + WB(N, Z)] = N (micro-
scopic)（Eq.37）の上にある。この “事の始まり”に際しての熱力学的条件 U = G（Eq.38）に、さらに

絶対ゼロ度（T → 0）の条件（Eq.17）を重ねるとき、

U = G = H = F (→ 0) (39)

といった新たな熱力学エネルギー関数条件が成立する。この条件（Eq.39）が何を物語っているかと言う

と、それは、物質が誕生するか否かの “事の始まり”段階にあって、絶対温度がゼロ度（T → 0）ならば、
「マクロ世界で 4種類に分化するはずの熱力学エネルギー関数が、その段階ではまだ僅か 1つでしかな
い」ということになる。Fig.10周辺の考察内容に照らして、本稿は Eq.17ではなく Eq.39の立場に立つ。

以下に、その傍証知見を紹介する。

化学ポテンシャルは µ = (∂G/∂N)p,T と定義付けられるが、それは状態量であり、かつG = Nµ と表

される特長を有する。この知見を利用すれば、1粒子が加わることによるエネルギー増分は、Gibbsエ
ネルギーだけでなく他の熱力学エネルギー関数にも適用が許されて、化学ポテンシャル µ は

µ =
(

∂G

∂N

)
p,T

=
(

∂U

∂N

)
S,V

=
(

∂F

∂N

)
T,V

=
(

∂H

∂N

)
S,p

(40)

のように表出される。こうした表現が可能になるのは、数理極限世界の中で、すべての熱力学関数が　

“全微分ルール（数学的表現形式）”に従うからである。さらに言えば、どんなエネルギー関数でも適当
に選んだ 2つの非エネルギー関数を変数に持つことにより、全微分形式の表出が許される。そして、そ
れに続く Legendre変換の利用により、熱力学の表現形式は大いに拡大・発展した。
ところが、Eq.40にあって粒子減数の進んだ系では、4つのエネルギー関数の識別は困難となる。そ
して、統計熱力学的な最小粒子数 N = 1（熱力学的な極限粒子数の N = 5.5をさらに下回った数値）
に T → 0を加えた、いわゆる 2つの極限が同時に適用されるとき、4つの非エネルギー関数のそれぞ
れは完全にその個性を失う（p → 0, V → 0, S → 0および T → 0）。その結果、エネルギー関数を識
別する困難性はさらに進んで “不可能”に転じることになる。そうした論考は、U = G = H = F (→ 0)
（Eq.39）を証明する上での重要な示唆となっている。それは同時に、修正Boltzmannの関係式（Eq.35）

の存在意義を高めている。なお、Fig.3および Fig.9が示す熱力学的な極限粒子数 N = 5.5〔U = G；

(pV/TS − 1) → 0、(1 − TS/pV ) → 0〕から直接的に、T → 0（Fig.10）による Eq.39の成立を目指す

ことも可能で、熱力学的にはむしろその方が正しい。
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以上のような考察を踏まえて、以下では、“場合の数WB とWP ”の識別を可能にする非連続的背景要
素と連続的背景要素について述べる。

“場合の数WB”を決定する非連続的背景要素は、Fig.10の両軸上の各 “刻み”を表現している。一方、“
場合の数WP ”を決定する連続的背景要素は、Fig.10の両軸上の各 “刻み”の間にある。“場合の数WP ”の
決定に際しては、その “全ての刻みの間”に対処する必要はなく、代わりに、同図の原点と点 (N,W,Z) =
(1, 1, 1) の間においてのみ、アンカウンタブル（連続的）な背景要素としての絶対温度 T に対して、考

察を集中させれば良い。

絶対温度が T → 0のときには、Fig.10で “原点への収縮”と表現したようにすべてに優先してWP = 1
が立つ。他方、絶対温度が有限（T > 0）のとき、Fig.10の x、y両軸には “刻み”生成に伴うカウンタブ
ル概念が成立して、WB を扱う Eq.35がミクロ世界で活かされることになる。

本章をまとめる。

Boltzmannの関係式の構成要素である “場合の数”を決定する背景要素は、粒子数N と絶対温度 T の

2つに識別された。それらに依存した “場合の数”をWB とWP とすれば、Boltzmannの関係式はそれ
ぞれ

S = k ln[e − 1 + WB(N, Z)] based on lim
N→1

WB = 1 (T > 0),

S = k ln WP (N, Z) based on lim
T→0

WP = 1 (N > 1)

のように明示された。

7 おわりに

統計熱力学が確立される過程で、Boltzmannのエルゴード仮説とGibbsのアンサンブル理論（数学的
アプローチ）が生まれた。両理論が統計熱力学の発展に大きく貢献したことに異論を挟む余地はないも

のの、両理論の概念解釈上の違いは、長らく引きずって今日に及んでいる。このような経緯を辿った統

計熱力学の、Boltzmannが選んだ道に対して、湯川は「なにかすきっとしない」との感想を寄せている
[24]。
本稿は、極限世界を扱う数理学的視点に立ち、古典熱力学的な交点（U = G；内部エネルギー曲線と

Gibbsエネルギー曲線の交わり）と統計熱力学的な交点（pV = ST 式成立条件の直線と物質世界へと誘

う Z 曲線の交わり）の同一性を明示した。さらに、本稿はその延長線上にある 2つの極限（N → 1お
よび T → 0）に基づくエネルギー状態を表した記述に対する傍証の対象に、Gibbsの化学ポテンシャル
理論を充てた。

こうした本稿の取り組みは、Boltzmannと Gibbsの両理論の解釈上の違いが折り重なる “接点”を提
示していて、湯川の疑問にも応えたことになるかも知れない。
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