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会費及び雑誌購読費の変更について

　国際数理科学協会では、高齢会員の方について、過去の功績に感謝し、引き続き、今後の

ご協力をお願いするため、2013年度以降の会費を [表 2]の通り、一部、改めることと致しまし

た。また、雑誌 Scientiae Mathematicae Japonicaeは、国内会員全員に、無料配布に変更致し

ました。

　　 [表 2]

【2013年度の会費】

Categories 国内会員 海外会員 途上国会員

単年度正会員 6,000円 US$ 75, C=55 US$ 45, C=33

単年度準会員 4,000円 US$ 50, C=37 US$ 30, C=22

終身会員 下記式による* 扱いなし 扱いなし

生涯会員 終身会員へ US$ 750, C=550 US$ 440, C=323

名誉会員 無料 無料 無料

　*資格：

(1) 63歳以上 73歳未満の正会員で、（73－年齢）× 3000円（注）年齢は、毎年 4月 1日現在

の満年齢を基準といたします。

(2) 73歳以上の方は、正会員で本人が希望すれば、会費の払い込みは不要で、会員の資格・

特典を終生継続いたします。

　（正・準会員における 3年会員の制度は廃止されました。準会員は、学生会員のみの扱い

に変更されました。）

　また、従来は、雑誌購読費を支払っていた方のみ Scientiae Mathematicae Japonicae (Print

版)を配布する扱いでありましたが、2012年度中より正会員（国内）の方全員に、配布の扱い

に変更しております。これについては、各会員の反応もおおむね好評であることから、2013年

度も引続き同様の扱いと致します。

　なお、上記の変更に伴い、高齢会員の正確な認定や今後の協会運営データに資する目的で、

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
「国際数理科学協会入会申込書」（葉書による形式）をお送りいたしますので、ご返送願います。

また、この事務処理に伴い、昨年度までは、
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
「会費振込依頼書」を年内 12月中送付しておりました

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
が、年明け 1月中に、送付いたします。
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＊寄稿

順序線形位相空間に値をとる非加法的測度について

新潟大学自然科学研究科博士研究員/日本大学理工学部非常勤講師

渡辺俊一

1 導入

多くの研究者が述べているように非加法的測度論における研究指針の一つは，測度の非加

法性のために不成立となる測度論の重要定理に着目し，その成立のために測度に課すべき必

要な条件 (可能ならば必要十分条件) を見出すことである. このことの代表的な定理として

Egoroffの定理と Lusinの定理がある. 現在得られている結果で比較的分かりやすが深い結

果として実数値に値をとる場合の結果で 2011年に Liと Mesirにより得られた, Egoroff の

定理から Lusinの定理を導く研究がある. 自身は現在, これがベクトルに値をとる場合, 空

間にどのような条件が必要であるかということに対し興味を持ち研究を進めている.

本稿では, 特に順序線形位相空間に値をとる場合での, Egoroff の定理から Lusinの定理を

導く結果を報告したいと思う. 証明を詳細に述べられないことなど, 大変申し訳なく思いま

すが, 各文献をあたっていただければと思っております.

2 先行研究

ここでは非加法的測度論における Egoroffの定理, Lusinの定理について先行研究をまと

めておく. Egoroffの定理についての先行研究としては, 実数値に値をとる非加法的測度の研

究が多く知られている. Li[10]による、実数値非加法的測度がファジィ測度の場合に対して

Egoroffの定理の成立を述べたもの,室伏ら [16]による, Egoroffの定理成立のための必要十分

を示しファジィ測度でないいくつかの測度の場合に Egoroffの定理の成立するための測度の

条件を示した, それぞれの場合, 互いに他を含まない条件であることを示している. これを受

けてベクトル空間に値をとる場合として, 河邊 [7, 8] はRiesz空間における順序による収束構

造を用いてRiesz空間値の非加法的測度について室伏、Liらの結果を考察した．もうひとつ

のテーマであるLusinの定理については実数値に値をとる非加法的測度については, Wu and

Ha[27]は測度が有限自己連続 (finite autocontinuous) なファジィ測度である場合に Lusinの

定理を述べたが, これは Jiangと Suzuki[5]により σ-有限自己連続 (σ-finite autocontinuous)

なファジィ測度の場合に拡張された. その後, Songと Li[18]により零加法的 (null-additive)

なファジィ測度の場合が, Liと安田 [13]により弱零加法的 (weakly null-additive)なファジィ

測度の場合に定理の成立が示された. ベクトル空間に値をとる場合としては, 河邊 [9]によ

る, Liと安田の結果を Riesz空間に値をとるファジィ測度の場合で議論したものがある. 最

近, LiとMesiar[12]により pseudometric generating property をもつ monotone 測度の場合

での定理の成立が示された。
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3 準備

以下では, Nを自然数全体, Rを実数全体, Θ をN からN への中への写像全体とする. 実

数係数の線形空間Eが次の (1)，(2)の意味で線形演算と両立する順序関係 x ≤ yを持つと

き，Eを順序線形空間という:

(1) x ≤ yならば x + z ≤ y + z,

(2) x ≤ y, λ ≥ 0(λは実数) ならば λx ≤ λy.

線形空間E上の位相が線形位相であるとは, 次の (1), (2)の写像が連続であることである,

(1) (x, y) 7→ x + y

(2) (α, x) 7→ αx

ここで x, y ∈ E, α ∈ Rとする.

Eを順序線形空間とする．Eの部分集合 F が full であるとは x1, x2 ∈ F かつ x1 ≤ x2な

らば [x1, x2] = {x ∈ F | x1 ≤ x ≤ x2} ⊂ F であることである. E上に線形位相を考え, B0

を 0 ∈ Eの近傍系とする．E上の線形位相が locally full 位相 (topology)であるとは, full 集

合 (sets)からなるB0の基底が存在するときをいう．この位相を備えた順序線形空間を [3]に

従い順序線形位相空間（ordered topological vector space ）と呼ぶ. 以下では (X,F)は可

測空間, すなわち, F は空でない集合X の部分集合からなるσ集合体. Eを順序線形位相空

間（ordered topological vector space)とする. {un}を E での列, u ∈ E としたとき, {un}
が uへ収束することを un → uと表し, その意味は E上の線形位相についてものとする, す

なわち, 任意の U ∈ B0に対し n0 ∈ N が存在し, 任意の n ≥ n0に対し un − u ∈ U となるこ

とである.

定義 3.1. 集合関数 µ : F → Eは

(i) µ(∅) = 0

(ii) A, B ∈ F でA ⊂ Bならば µ(A) ≤ µ(B) (単調増加性)

を満たすとき, 非加法的測度 (non-additive measure)であるという.

定義 3.2. 集合関数 µ : F → Eは非加法的測度とし, Eを順序線形位相空間とする.

(1) 集合列 {An}n∈N ⊂ F と A ∈ F が An ↘ Aを満たすとき,µ(An) − µ(A) → 0となる

とき, µは上から連続 (continuous from above)であるという.

(2) 集合列 {An}n∈N ⊂ F と A ∈ F が An ↗ Aを満たすとき,µ(A) − µ(An) → 0となる

とき, µは下から連続 (continuous from below)であるという.

(3) µが上から連続かつ下から連続である場合, ファジィ測度であるという.

(4) µ が強順序連続 (strongly order continuous) であるとは, 測度 0の集合上で上から連

続であることである, すなわち, An ↘ A, µ(A) = 0を満たす任意の {An} ⊂ F と
A ∈ F に対し µ(An) → 0が成り立つ.
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(5) µが性質 (S)をもつとは, 任意の U ∈ B0 に対し n0 が存在し任意の n ≥ n0 に対し

µ(An) ∈ U を満たす任意の列 {An} ⊂ F に対し部分列 {Ank
}が存在し µ(∩∞

i=1 ∪∞
k=i

Ank
) = 0を満たすことである; [19]を参照.

(6) µが弱零加法的 (weakly null-additive)であるとは, A,B ∈ F が µ(A) = µ(B) = 0で

あるならば µ(A ∪ B) = 0となることである.

(7) µが可算弱零加法的 (countably weakly null-additive)であるとは, {An} ⊂ F であり,

任意の n ∈ N に対し µ(An) = 0であるならば µ(∪∞
n=1An) = 0となることである.

(8) µが零連続 ( null-continuous)であるとは, 任意の n ∈ N に対し µ(An) = 0であるよ

うな各増大列 {An} ⊂ F に対し µ(∪∞
n=1An) = 0が成り立つことである; [2]を参照.

4 Egoroff の定理

定義 4.1. 集合関数 µ : F → Eは非加法的測度とする.

(1) 2重集合列 {Am,n} ⊂ F は

(D1) m, n, n′ ∈ N で n ≤ n′ ならばAm,n ⊃ Am,n′

(D2) µ(∪∞
m=1 ∩∞

n=1 Am,n) = 0

を満たすとき, F において µ-regulatorであるという.

(2) µ が Egoroff条件を満たすとは, 任意の µ-regulator {Am, n} と任意の U ∈ B0に対し

θ ∈ Θが存在し µ(∪∞
m=1Am, θ(m)) ∈ U となることである.

注1）非加法的測度µがEgoroff条件満たすなら (逆も言えて),任意の2重数列{Am, n} ⊂ F
が (D2)と次の (D1

′
)を満たすとき,任意のU ∈ B0に対し θ ∈ Θが存在しµ(∪∞

m=1Am, θ(m)) ∈
U を満たす.

(D1
′
) もしm ≥ m

′
かつ n ≤ n

′
ならばAm, n ⊃ Am′ , n′ が成立する.

定義 4.2. 集合関数 µ : F → E は非加法的測度で, {fn}n∈N はX 上の F-可測な実数値関

数, f もそのような関数とする.

(1) 集合 E ∈ F で µ(E) = 0 であるものが存在して, 任意の x ∈ X − E に対して

fn(x) → f(x) が成り立つとき, {fn}n∈Nは f に µ-概収束するという.

(2) 単調減少な有向集合族 {Eα}α∈r ⊂ F で µ(Eα) ↘ 0 が存在して, 各X −E 上で fnが

f に一様収束するとき, {fn}n∈Nは f に µ-概一様収束するという

(3) X 上の F-可測な実数値関数列 {fn}n∈N がX 上の F-可測な実数値関数 f に µ-概収

束すれば常に µ-概一様収束するとき, Egoroff の定理が µに対して成立するという.

次の定理は [16, Proposition 1] の順序線形位相空間への拡張になっている.

定理 4.3. 集合関数 µ : F → E は非加法的測度とする. このとき次の条件は同値:

(i) Egoroff の定理が µ に対して成立する.

(ii) µは Egoroff 条件を満たす.

Proof. [22]を参照されたい.

5



5 Egoroff の定理の成立条件

本節では Egoroff の定理の成立条件について述べておく.

定義 5.1. Eにおける 2重数列 {rm, n}が 位相的 (topological) regulator であるとは, 次の 2

つの条件を満たすことである.

(1) 任意のm, n ∈ N に対し rm, n ≥ rm, n+1が成り立つ.

(2) 任意のm ∈ N に対し rm, n → 0が成り立つ.

定義 5.2. E が proprety (EP) をもつとは, E における任意の位相的 topological regulator

{rm, n}に対し, 列 {pk}で次の 2つの条件を満たすものが存在する.

(1) pk → 0が成り立つ.

(2) 任意の k ∈ N と任意の m ∈ N に対し n0(m, k) ∈ N が存在し任意の n ≥ n0(m, k)

に対し rm, n ≤ pkが成り立つ.

定理 5.3. 集合関数 µ : F → Eは非加法的測度で以下の (1), (2)を満たすとする.

(1) strongly order continuous.

(2) property (S).

Eは property (EP)を満たすとする. このとき µは Egoroff条件を満たす.

Proof. [22]を参照されたい.

後にあげる Lp([0, 1]) (0 < p < ∞)は, 上記で述べた理論が適用可能な順序線形位相空間

の例となっている.

6 Egoroff条件の特徴づけ

以下の議論においては, 順序線形位相空間EはHausdorffかつ第一可算公理を満たすこと

を仮定する. この節の議論は主に [2]と [12]における議論と同様である. [25]も参照されたい.

まず, [16, Proposition 3]から以下の補題を得る.

補題 6.1. µ : F → Eを非加法的測度とする. µが Egoroff条件を満足するならば, µは強順

序連続である.

定義から以下の命題, 補題を得る.

命題 6.2. µ : F → E を非加法的測度とする. µ が可算弱零加法的 (countably weakly

null-additive) であることは µ が弱零加法的 (weakly null-additive) であり, 零連続 (null-

continuous)であることと同値である.

補題 6.3. µ : F → Eを非加法的測度とする. µが弱零加法的 (weakly null-additive)であり

強順序連続 (strongly order continuous)であるならば, µは零連続 (null-continuous)である.
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Proof. 定義から [2, 命題 9]における議論と同様である.

命題 6.4. µ : F → Eを非加法的測度とする. µが弱零加法的 (weakly null-additive)であり

強順序連続 (strongly order continuous)であるならば, µは可算弱零加法的 (countably weakly

null-additive).

Proof. 定義より従う.

補題 6.1から, 以下が成立する.

命題 6.5. µ : F → E を非加法的測度とする. もし µが弱零加法的 (weakly null-additive)

で Egoroff条件を満たすならば µは零連続 (null-continuous)で可算弱零加法的 (countably

weakly null-additive)である.

Proof. 定義より従う.

従って Egoroff条件の定義から以下を得る.

命題 6.6. µ : F → Eを非加法的測度とする. 以下の (i), (ii)は同値 :

(i) µは Egoroff条件を満たす.

(ii) 任意の U ∈ B0 と 二重点列 {Am,n} ⊂ F で, n → ∞の場合 Am,n ↘ Dm となり, 各

m ∈ N に対し µ(Dm) = 0を満たすものに対し θ ∈ Θが存在し µ
(
∪∞

m=1Am,θ(m)

)
∈ U が成

立する.

Proof. 定義より従う.

命題 6.5と 6.6から, 以下の補題を得る.

補題 6.7. µ : F → Eを非加法的測度とする. 以下の (i), (ii)は同値 :

(i) µは弱零加法的 (weakly null-additive)であり Egoroff条件を満たす.

(ii) 任意の U ∈ B0 と二重点列 {Am,n} ⊂ F で, n → ∞の場合 Am,n ↘ Dm となり, 各

m ∈ N に対し µ(Dm) = 0を満たすものに対し θ ∈ Θが存在し µ
(
∪∞

m=1Am,θ(m)

)
∈ U が成

立する.

Proof. 定義より従う.

7 非加法的測度の正則性

XをHausdorff空間とし, B(X)はXのBorel部分集合からなる σ-fieldとする. このとき

B(X)で定義される非加法的測度はX 上の非加法的 Borel測度と呼ばれる.

定義 7.1. µ : F → E を X 上の非加法的 Borel測度とする. µが正則であるとは, 任意の

U ∈ B0とA ∈ B(X)に対し, 閉集合 FU と開集合GU が存在し以下を満たすことである.

FU ⊂ A ⊂ GU かつ µ(GU \ FU ) ∈ U.
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定理 7.2. X を距離空間とし, B(X)をX の Borel部分集合からなる σ-体, µ : B(X) → E

はX 上の非加法的 Borel測度で

(1) Egoroff条件.

(2) pseudometric generating property．

を満たすとする. このとき µは正則となる.

Proof. 補題 6.7と, µは Egoroff条件 を満たすから強順序連続 (strongly order continuous)

であることにより [24, 定理 3.6]と同様に示せる.

以下では, ファジィ測度でない非加法的測度の例, Egoroff条件, pseudometric generating

propertyに関する非加法的測度の例をあげる.

例 7.3. ファジィ測度でない非加法的測度の例. X = [0, 1]を距離 d(x, y) = |x − y|で与え
られる距離空間, B(X)をXのBorel部分集合からなる σ-field, mを B(X)上の Lebesgue測

度とする.

µ(A) =

{
a · m(A) m(A) < 1 の場合 ,

1 m(A) = 1 の場合 ,

で µを定義する. ただし 0 < a < 1, このとき µは非加法的測度. また, mは Lebesgue測度

より, µはEgoroff条件と pseudometric generating propertyを満たす. しかしながら µは下

から連続 (continuous from below)でない. 実際, An =
[
0, 1 − 1

n

]
∪ {1}, n ∈ N ととるとき,

An ↗ X. しかしながら µ(An) = a · m(An) = a ·
(
1 − 1

n

)
↗ a < 1 = µ(X) である.

例 7.4. Egoroff条件を満たすが pseudometric generating propertyでない非加法的測度の例.

(X,B(X),m)を例 7.3と同様とする.

µ(A) =

{
0 m(A) < 1 の場合 ,

1 m(A) = 1 の場合 ,

でµを定義する. このときµは非加法的測度. また, 明らかにµはEgoroff条件を満たす. しか

しながら µは弱零加法的 (weakly null-additive)でない. すなわち, pseudometric generating

propertyとならない.

例 7.5. pseudometric generating propertyを満たすが, Egoroff条件を満たさない非加法的

測度の例. (X,B(X),m)を例 7.3と同様とする.

µ(A) =

{
0 m(A) = ∅ の場合 ,

1 m(A) ̸= ∅ の場合 ,

で µを定義する. このとき µは非加法的測度. また, µは pseudometric generating property

を満たすが Egoroff条件を満たさない.

定理 7.6. µ : B(X) → EをX 上の Borel-可測な非加法的測度で

(1) Egoroff条件.
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(2) pseudometric generating property．

を満たすとする. このとき {fn}を Borel-可測な X 上の実数値関数の列, f もそのような

関数とする. もし {fn}が f に µ-概収束するとしたとき, 増大列 {Am} ⊂ B(X)が存在し

µ(X \ ∪∞
m=1Am) = 0を満たし {fn}は f に各mに対しAm上 µ-概一様収束する.

Proof. [24, 定理 4.2]と同様に示せる.

定理 7.7. X を距離空間とし, µ : B(X) → EはX 上の非加法的 Borel測度で

(1) Egoroff条件.

(2) pseudometric generating property．

を満たすとする. {fn}を Borel-可測な X 上の実数値関数の列, f もそのような関数とす

る. もし {fn}が f に µ-概収束するとしたとき, 任意の U ∈ B0に対し, 閉集合 FU が存在し

µ(X \ FU ) ∈ U であり, {fn}は FU 上で f に µ-概一様収束する.

Proof. 定理 7.6と補題 6.7により, [24, 定理 4.3]と同様に示せる.

定理 7.8. X を距離空間とし, µ : B(X) → EはX 上の非加法的 Borel測度で

(1) Egoroff条件.

(2) pseudometric generating property．

を満たすとする. f が Borel可測なX 上の実数値関数であるとしたとき, 任意の U ∈ B0に

対し, 閉集合 FU が存在し µ (X \ FU ) ∈ U であり, f は FU 上連続である.

Proof. (a) f が単関数の場合, (b) f が一般の関数の場合に分けて証明を行うが, (a) f が

単関数の場合は定理 7.2より, µは正則であることが言え, 補題 6.7を介して, 主張が従う.

(b) f が一般の関数の場合は (a) の場合, 補題 6.7, 定理 7.6, ならびに弱零加法的 (weaklly

null-additivity)より [23, 定理 5] と同様にして, 主張が従う, [24, 定理 5.1]も参照.

[22, Theorem 3], 定理 5.3と定理 7.8により以下の系を得る.

系 7.9. X を距離空間とし, µ : B(X) → EはX 上の非加法的 Borel測度で

(1) 弱零加法的 (weakly null additive), または pseudometric generating property,

(2) 強順序連続 (strongly order continuous),

(3) 性質 (S),

を満たすとする. さらに Eは性質 (EP)を満たすとする. このとき, f が Borel可測なX 上

の実数値関数であるとしたとき, 任意のU ∈ B0に対し, 閉集合FU が存在し µ (X \ FU ) ∈ U

であり, f は FU 上連続である.

[22, Theorem 4]と定理 7.8により, 以下を得る.

系 7.10. X を距離空間とし, µ : B(X) → EはX 上の Fuzzy Borel測度で

9



(1) 弱零加法的 (weakly null additive)または pseudometric generating property

を満たすとする. さらにEは局所凸であるとする. このとき, f が Borel可測なX 上の実数

値関数であるとしたとき, 任意の U ∈ B0に対し, 閉集合 FU が存在し µ (X \ FU ) ∈ U であ

り, f は FU 上連続である.

8 適用例

ここでは, 上記で述べた理論が適用可能な順序線形位相空間の例をあげる.

例 8.1. Lp([0, 1]) を [0, 1]上で定義された Lebesgue可測な実数値関数で
∫ 1
0 |f(x)|pdµ <

∞(0 < p < ∞) を満たすものとする. Lp([0, 1]) は各点の順序により Riesz 空間になる.

Lp([0, 1])は局所 solid空間でもある, [1, e.g. 8.6]参照. もし Riesz 空間の 位相が局所 solid

である場合, それは 局所 fullでもある, [3, Chapter 7, Proposition 1]参照. よって Lp([0, 1])

は 順序線形位相空間. しかしながらその位相は必ずしも局所凸ではない. また, Lp([0, 1]) は

σ-Lebesgue 性を満たす, すなわち, 順序の意味で Lp([0, 1]) の数列 {un} が 0 に収束するな

らば 位相の意味でも収束する, [1, e.g. 8.6]参照. Lp([0, 1]) は順序の意味での (EP)性に相

当する Egoroff 性 ([8]参照) を持つ, 証明については [15, Section 71]参照. 従って Lp([0, 1])

は (EP) 性を持つ. このとき, 系 7.9より, Lp([0, 1])に値を取る µに対して理論が適用可能

となる. ハウスドルフ空間であること, 第一可算性も満たしていることが言えるので, 直接

的に, 定理 7.2, 7.6, 7.7, 7.8の主張が従うことも言える.

例 8.2. C∞(Rn) を任意階数の連続な微分を持つ実数値関数の全体からなる空間とする.

C∞(Rn)は Riesz空間とならない局所凸である順序線形位相空間である; [3, page 159]を参

照. また,明らかに C∞(Rn)は第一可算であり, ハウスドルフ空間である. このときC∞(Rn)

に値を取る µに対して理論が適用可能となる.

9 あとがき

自身は 2007年に大阪府立大学名誉教授の中西シヅ先生より信州大学の河邊先生の研究を

教えていただき, それを契機に, 特にベクトル値の非加法的測度の研究を続けさせていただ

いております. 幸運にも最初の論文が, 掲載され, その後, さらに幸運なことに 新潟大学の

田中環先生の下で学位を取得させていただきました. 今現在, 周りの方々の助けをいただき,

少しづつではありますが, 研究を進めらているようにも思えます. 測度, 積分, Fuzzy数学,

順序 など, どれをとっても奥深い魅力があります. それらの真理に少しでも近づき, それら

を生かし, さまざまな研究にほんのわずかでも貢献できるようになれればと思っております.
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