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＊寄稿

自己回帰モデルにおける情報量損失の抽出ファクターについて

大阪大学大学院基礎工学研究科 熊谷悦生

1 はじめに

フィナンシャル時系列において, 株価の推移をチャートとして調べる場合, 調べたい内容
に応じて日次データ, 週次データ, 月次データを臨機応変に取り扱うことが多い. これは, 実
務的に我々が短期間の変化を調べるには日次データを, 長期間の変化を調べるには月次デー
タを, その中間期間を調べるには週次データを使う方が自然であり調べやすいと考えている
からであろう.

フィナンシャルデータに対する連続型モデルにおいても, 離散的な観測値の観測幅として
hn を考え, 正則条件でデータ数 n が大きくなると hn は 0 に収束すると仮定することが多
い ([1],[7], 及び [8]). フィナンシャルデータの統計モデルにおいて通常, 観測幅 hn の条件と
して次の三つを考える：

(i) nhn = T は固定で hn → 0 （高頻度データ）

(ii) hn = ∆ は固定で nhn = n∆ = T → ∞ （時系列データ）

(iii) hn → 0 かつ nhn = T → ∞ （高頻度データかつ長期間データ）

我々が時系列データを考えるときには, 上の三つのうちの二番目である hn を固定して考
えることになる. 1年間を 1 とすると, 日次, 週次, 月次データに対して, 区間幅である hn は
それぞれ hn = 1/245, 1/52, 1/12 と設定することになるのであるが, これは三種類のデータ
が時間間隔だけに依存しており本質的には均一であることを暗黙のうちに前提としているこ
とに注意が必要である.

この暗黙の前提条件は, 理論的側面や計算機的側面から合理的でありかつ有益なものであ
る. それは理論上は統一されたデータ間隔の取扱いをすることが可能になるからである. し
かし, ここで一つの疑問が生じる: ある時系列モデルにおいてこれらの三種類のデータに関
するパラメータもしくは情報量がデータの個数に単純に比例するのかどうか, という疑問で
ある. この疑問は, 株価の短期間や長期間の変動が知りたい時に, それぞれ株価の日次デー
タ, 月次データを使うほうが良い, という使用法に対する一つのアンチテーゼとして得られ
たものである. [3] は, フィナンシャル収益がデータの頻度に応じてデータの裾が重いか軽い
かが決まることを示したが, 我々の調べたいこととは焦点が少しずれている.

我々がその三種類のデータから任意にどれか一つを選ぶものと仮定すると, この選択が, 日
次データに基づいたモデルの下で異なる種類のデータを解析することへの合理的根拠を持っ
ているか否か, 即ち, 抽出されたデータが, データ数の違いを除いて, 全体のデータに対する
情報量として同じ構造を保持しているか否か, は重要で実践的な問題となるだろう.

ここで, 抽出されたデータと欠測値データとの違いは何か, 即ち, 抽出されたデータに対す
る我々のアプローチは MNAR のような欠測フレームワークに似ているのではないか, と考
えるかも知れない. [11] で比較されているように, 欠測データには三種類あって, 完全ラン
ダム欠測 (MCAR), ランダム欠測 (MAR), ランダムでない欠測 (MNAR)となる. [4] はラン
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ダム欠測があるときの頻度論的推測に基づいた尤度関数を調べている. しかし, これらは統
計的にみて我々のアプローチとは異なるのである, 何故なら欠測値データは全体のデータの
中に欠測部分が必ず存在するデータ構造に基づいているが, 我々のアプローチは日次株価の
ような完全に全部揃ったデータに基づいて, あるルールでそれらからデータを抽出するアプ
ローチだからである.

この寄稿では, 時系列モデルにおける非常にシンプルな 1次の自己回帰モデル AR(1) に
おいて, この抽出ファクターに関する正確なそして漸近的な情報量損失を求めることにする.

時系列解析に関しては [2], [10] が詳しく, [9] は特に不均一分散モデルである GARCH モデ
ルに関するものである.

2 AR(1) モデルにおける抽出データの正確な情報量

まず定常自己回帰過程の AR(1) モデルにおける全体のデータが持つ正確な情報量は次の
ようになっている.

定理 1 時系列モデルの AR(1)を Xt = ϕXt−1+Zt とする. 但し, 誤差項は Zt
i.i.d.∼ N(0, σ2)

で, 初期値は X0 = x0, 係数は |ϕ| < 1 である. このモデルにおけるパラメータを θ = (ϕ, σ2)

とすると, パラメータ θ に関する {X1, . . . , Xn} における正確な Fisher 情報量 In(θ) は

In(θ) =


n

1− ϕ2
+

1

σ2

(
x20 −

σ2

1− ϕ2

)
1− ϕ2n

1− ϕ2
0

0
n

2σ4

 (1)

となり, この漸近的情報量は

lim
n→∞

1

n
In(θ) =

(
(1− ϕ2)−1 0

0 (2σ4)−1

)
. (2)

となる.

ここで, 上の AR(1)モデルと同じ仮定条件で得た元データ {x1, . . . , xn}から抽出したデー
タ {xt1 , xt2 , . . . , xtm} (m < n) を考え, 抽出されたデータに関する正確な情報量を求めるこ
とにする. 実際, データの抽出方法としては二通り, 即ち, ランダムに抽出する方法と事前に
設定した抽出方法があるが, ここでは事前に設定した抽出方法による抽出データのみを扱う
ことにする.

定常 AR(1) モデルにおいては

Xt = ϕXt−1 + Zt = ϕtx0 +
t∑

j=1

ϕt−jZj , (t = 1, . . . , n)

が成り立つので, 抽出されたデータでは, tk > tk−1 に対して

Xtk = ϕtkx0 +
tk∑
j=1

ϕtk−jZj , Xtk−1
= ϕtk−1x0 +

tk−1∑
j=1

ϕtk−1−jZj
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となり, 隣接する抽出されたデータにおいて

Xtk = ϕtk−tk−1Xtk−1
+

tk∑
j=tk−1+1

ϕtk−jZj (3)

が成り立つ.

利便性のために sk = tk − tk−1 とおく. 上の式 (3) がそれが変動する間隔を持った抽出
時間 {tk} に基づいたAR(1) のようなモデルであることが分かる. もし間隔 sk がある定数
s (> 0) であるとすると, これは元の時間 {t} に基づいた ARMA(s, s − 1) モデルとなる.

株価でいえば, 日次データから抽出された週次データや月次データがあり, 我々はそれらの
抽出されたデータに対して, 抽出された関係に一切拘ることなくそれぞれに AR モデルや
ARMA モデルを適用しがちであるので, 先の抽出された式 (3) を AR(1) のようなモデル
と仮定しても差し支えないであろう. この仮定の下で, 抽出されたデータのモデルを AR(1)

モデルに近似することで, 正確な情報量損失を考えることにする. この条件付き期待値と分
散は

E(Xtk |Xtk−1
) = ϕskXtk−1

, V (Xtk |Xtk−1
) = σ2 1− ϕ2sk

1− ϕ2
(4)

であるから, 定理 1 のように, この条件付き確率変数が正規分布に従っていると仮定すると,

条件付き密度関数は

f(xtk |xtk−1
; θ) =

√
1− ϕ2√

2πσ2 (1− ϕ2sk)
exp

{
−
(xtk − ϕskxtk−1

)2(1− ϕ2)

2σ2(1− ϕ2sk)

}

と定義できるので, 同時密度関数を

f(xtm , xtm−1 , . . . , xt1 , x0 ; θ) =
m∏
k=1

f(xtk |xtk−1
; θ)

とすれば, 対数尤度関数 ℓm|n(θ) は

ℓm|n(θ)

= −1

2

m∑
k=1

log

(
2πσ2 1− ϕ2sk

1− ϕ2

)
−

m∑
k=1

(xtk − ϕskxtk−1
)2(1− ϕ2)

2σ2(1− ϕ2sk)
(5)

となる. これらの仮定条件により, 抽出されたデータの尤度関数は, AR(1) モデルに近似さ
れる. 全データに対する対数尤度関数 ℓn(θ) は

ℓn(θ) =
n∏

j=1

f(xj |xj−1 ; θ) = −n

2
log(2πσ2)−

n∑
j=1

(xj − ϕxj−1)
2

2σ2

であることに注意.

定理 2 AR(1) モデルにおける全データから抽出された観測値 (3) に対して, 正確な Fisher

情報量行列は

Im|n(θ) =

(
Iϕ,ϕ Iϕ,σ2

Iσ2,ϕ Iσ2,σ2

)
(6)
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である. 但し, ここでの４つの成分は

Iϕ,ϕ =
2mϕ2

(1− ϕ2)2
+

m∑
k=1

ν(ϕ, sk)

(1− ϕ2)(1− ϕ2sk)2

+
m∑
k=1

s2k ϕ
2sk−2(1− ϕ2)

σ2(1− ϕ2sk)

(
x20 −

σ2

1− ϕ2

)
ϕ2tk−1 ,

Iσ2,ϕ =
mϕ

σ2(1− ϕ2)
−

m∑
k=1

skϕ
2sk−1

σ2(1− ϕ2sk)
, Iσ2,σ2 =

m

2σ4

であり, Iϕ,ϕ の分子にある ν(ϕ, sk) は

ν(ϕ, sk) = s2kϕ
2sk−2 − sk(sk + 4)ϕ2sk + s2kϕ

4sk−2 − sk(sk − 4)ϕ4sk

である.

証明は略すが, 先ほどの条件付き期待値と分散 (4) を使って

E(Xtk−1
) = E(Xtk−1

|x0) = ϕtk−1 x0,

E(X2
tk−1

) = E(X2
tk−1

|x0) =
σ2

1− ϕ2
+

(
x20 −

σ2

1− ϕ2

)
ϕ2tk−1

を求めることによって得られる.

ここで ν(ϕ, sk) を抽出ファクターと呼ぶことにする. 何故なら, {sk = 1 : k = 1, 2, . . . , n}
の場合 Iϕ,ϕ の第 1項と第 2項の和は

2nϕ2

(1− ϕ2)2
+

n∑
k=1

ν(ϕ, 1)

(1− ϕ2)(1− ϕ2)2
=

n

1− ϕ2
,

となるが, これは全情報量 In(θ) における (1, 1)-成分の主要項に一致するからである.

系 1 抽出間隔 sk = xtk − xtk−1
を定数の正数値 s と仮定すると, n = ms となり正確な情

報量は

Im|n(θ) =

(
Iϕ,ϕ Iϕ,σ2

Iσ2,ϕ Iσ2,σ2

)
となり, ４つの成分はそれぞれ

Iϕ,ϕ =
2mϕ2

(1− ϕ2)2
+

mν(ϕ, s)

(1− ϕ2)(1− ϕ2s)2

+
s2 ϕ2s−2(1− ϕ2)

σ2(1− ϕ2s)

(
x20 −

σ2

1− ϕ2

)(
1− ϕ2n

1− ϕ2s

)
,

Iσ2,ϕ =
m

σ2

(
ϕ

1− ϕ2
− s ϕ2s−1

1− ϕ2s

)
, Iσ2,σ2 =

m

2σ4

であり, 抽出ファクターは

ν(ϕ, s) = s2 ϕ2s−2 − s(s+ 4)ϕ2s + s2 ϕ4s−2 − s(s− 4)ϕ4s (7)

となる.
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系 1 によって, Iϕ,ϕ の抽出ファクター ν(ϕ, s) を s を変えて求めてみると次のようになる：

ν(ϕ, 1) = 1− 4ϕ2 + 3ϕ4,

ν(ϕ, 2) = 4ϕ2 − 12ϕ4 + 4ϕ6 + 4ϕ8,

ν(ϕ, 5) = 25ϕ8 − 45ϕ10 + 25ϕ18 − 5ϕ20,

ν(ϕ, 20) = 400ϕ38 − 480ϕ40 + 400ϕ78 − 320ϕ80.

ν(ϕ, s) = 0 の実数解としては, 少なくも s = ±1 であることは簡単に分かる. 定常条件であ
る |ϕ| < 1 の範囲で ν(ϕ, s) (s = 1, 2, 5, 20) のグラフは以下のようになる：

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−
0.

2
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0
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2
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4
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6
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ν(
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 s
)

( s =  1  )

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−
0.

8
−

0.
6

−
0.

4
−

0.
2
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0

0.
2

0.
4

φ

ν(
φ,

 s
)

( s =  2  )

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−
2.

0
−

1.
5

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

φ

ν(
φ,

 s
)

( s =  5  )

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−
8

−
6

−
4

−
2

0

φ

ν(
φ,

 s
)

( s =  20  )

図 1: 領域 |ϕ| < 1 における ν(ϕ, s) (s = 1, 2, 5, 20)

四つの図からは, s の値が大きくなればなるほど, 領域内で ν(ϕ, s) がほぼ水平となる領域が
拡大していくことが分かる.
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3 漸近的情報量損失の性質

ここからは, s は正数で n = ms であると仮定する. このときの抽出列に対する正確な情
報量損失は次の定理で与えられる：

定理 3 n = ms に対して, In(θ) と Im|n(θ) の正確な情報量損失は

In(θ)− Im|n(θ) =

(
δn,11 δn,12

δn,21 δn,22

)

である. 但し,

δn,11 =
n

1− ϕ2

{
1− 2ϕ2(1− ϕ2s)2 + (1− ϕ2) ν(ϕ, s)

s(1− ϕ2)(1− ϕ2s)2

}

+
1

σ2

(
x20 −

σ2

1− ϕ2

)
1− ϕ2n

1− ϕ2

{
1− s2 ϕ2s−2 (1− ϕ2)2

(1− ϕ2s)2

}
,

δn,12 = δn,21 = − n

s σ2

(
ϕ

1− ϕ2
− s ϕ2s−1

1− ϕ2s

)
, δn,22 =

n

2σ4

(
1− 1

s

)
.

系 2 n = ms に対して, 正確な情報量損失 In(θ)− Im|n(θ) の極限は, 次のような間隔 s に
依存した漸近的情報量損失となる：

lim
n→∞

1

n

(
In(θ)− Im|n(θ)

)
=

(
δ11 δ12

δ21 δ22

)

但し,

δ11 =
1

1− ϕ2

{
1− 2ϕ2(1− ϕ2s)2 + (1− ϕ2) ν(ϕ, s)

s(1− ϕ2)(1− ϕ2s)2

}
,

δ12 = δ21 = − 1

s σ2

(
ϕ

1− ϕ2
− s ϕ2s−1

1− ϕ2s

)
, δ22 =

1

2σ4

(
1− 1

s

)
.

この漸近情報量損失は, 一見最尤推定量に関する漸近 2次有効性のように思えるが, 全体
のデータと抽出されたデータに基づく Fisher 情報量の差のみによる損失であることに注意.

系 2 に対して, 漸近的情報量損失における要素 δ11, δ12, δ22 の振る舞いをグラフでみて
いく.

まず, 領域 |ϕ| ≤ 1 での δ11 の s = 1, 2, 5, 20 におけるグラフは以下の通り：
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図 2: 領域 |ϕ| ≤ 1 での δ11 の s = 1, 2, 3, 4, 5, 20
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抽出間隔が s = 1 のとき, 正確な情報量損失はゼロであることは明らかで, 漸近情報量損失
は ϕ = ±1 の近傍を除いてゼロとなる.

抽出間隔が s = 2 のとき, グラフは対称で ϕ が 0 から 1 に近づくにつれて漸近情報量損
失は単調に減少することに気付く. しかし, 抽出間隔が s ≥ 3 のときは, s = 2 のような単
調性はなくなり, 4次方程式に似た曲線となり, δ11 が ϕ に応じて値 1 の辺りで値が増えた
り減ったりするのは非常に興味深い現象である. ここでの s = 5, 20 はそれぞれ週次データ,

月次データに対応した漸近情報量損失である.

次に, 漸近的情報量損失における (1, 2)-成分を考える:

δ12 = − 1

s σ2

(
ϕ

1− ϕ2
− s ϕ2s−1

1− ϕ2s

)
.

この δ12 のグラフを, σ2 = 1 として, 領域 |ϕ| ≤ 1 に対して s = 1, 2, 5, 20 の場合を示した
のが下図である.
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図 3: 領域 |ϕ| ≤ 1 における s = 1, 2, 5, 20 での δ12 (σ2 = 1)
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この図からは, δ12 のグラフが, s = 1 のときを除いて, ϕ に関して単調減少曲線となって
いることである.

最後に, 漸近的情報量損失における (2, 2)-成分を考える.

δ22 =
1

2σ4

(
1− 1

s

)
δ22 のグラフは, σ2 = 1 のときの s = 1, . . . , 20 で下図のようになる.

5 10 15 20
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2

Asymptotic Information Loss δ22(s)

図 4: σ2 = 1 のときの s = 1, . . . , 20 での δ22

このグラフの挙動は, δ22 の式から明らかである.

4 情報量損失の比の性質

系 2 において漸近的情報量損失を考えたが, ここでは正確な情報量損失を全体の情報量で
割って得た情報量損失の比を考えよう. 次の定理は, 定理 1 と系 2 から容易に得られる.

定理 4 n = sm のときの情報量損失の比の極限は次のようになる：

lim
n→∞

In(θ)
−1
(
In(θ)− Im|n(θ)

)
=

(
r11 r12

r21 r22

)
.

但し,

r11 = 1− 2ϕ2(1− ϕ2s)2 + (1− ϕ2) ν(ϕ, s)

s(1− ϕ2)(1− ϕ2s)2
, r22 = 1− 1

s
,

r12 = − 1

s σ2

(
ϕ− s ϕ2s−1(1− ϕ2)

1− ϕ2s

)
, r21 = −2σ2

s

(
ϕ

1− ϕ2
− s ϕ2s−1

1− ϕ2s

)
.
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r11 と r22 に対応するグラフは以下の通りである：
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図 5: s = 2, 3, 5, 20 での r11 (実線)と r22 (破線)

これらのグラフによると, 比 r11 は抽出間隔 s の値に関わらず, ϕ に関して単調性を持つこ
とが分かり, 系 2 における δ11 との乖離が甚だしい.

分散 σ2 において, 比 r22 と δ22 は抽出データに関して構造的な式となっていると考え
ることが出来る. それは, 独立同一分布に従う場合における抽出では, 正確な情報量損失が
(n−m)I でその比は 1− 1/s となるからである.

次に抽出間隔 s = 5, 20 で定理 4 における r12 と r21 のグラフを考えよう.
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図 6: s = 5, 20 での r12 (上段)と r21 (下段)

上のグラフから, r21 の振る舞いが δ21 = δ12 のものとよく似ていることが分かる. これらは
定数項を除いて一致しているからである. しかし, r12 は δ12 のような単調性を持っていない.

全体としては, 情報量損失の比は, 各成分のグラフにおいて, 抽出間隔 s によって似たよ
うな形状を持つことが分かる.

5 おわりに

我々は, AR(1) において全体のデータと抽出されたデータでの正確な情報量損失を調べ,

抽出間隔に関するより詳細な近似の下で漸近的な情報量損失を得た. その結果, 正確な抽出
された情報量における抽出ファクターを得たことは大きい. また, 情報損失の比も得た.

AR(1) モデルにおけるパラメータ θ = (ϕ, σ2) に対して, 抽出データの情報量は, 抽出間
隔を 1 とすれば全体データの情報量と一致するので, 全体データの情報量の一般化ともい
える.
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漸近的情報量損失は, 抽出間隔と ϕ の値に強く依存しているが, それは δ11 において顕著
である. そこで面白い現象は, 抽出間隔 s ≥ 3 において, ϕ の値により, δ11 が値 1 の辺り
を上下に動くことである. これは, AR(1) モデルにおける係数 ϕ によって, 抽出間隔によっ
て情報量損失の値が 1 に比べて, 増えることもあれば減ることもあることを示しているた
め, 非常に単純な時系列モデルといえども, 抽出間隔を慎重に考える必要があることを示し
ている.

しかしながら, 漸近的情報量損失の比 r11 は, s = 1 のときを除いて ϕ に関して単調性を
持つ. また, 漸近的情報量損失における δ12 = δ21 は ϕ に関して単調性を持っていたが, そ
の比 r12 と r21 は同一ではなく, r12 は単調性も持たない一方で, δ22 は 1− 1/s に比例して
おり, その比 r22 は正確に 1− 1/s となる. これは, 分散に関する情報量損失だけは, 全体の
データから抽出されたデータの割合に比例することを示している.

以上の結果から, たとえ単純なモデルである AR(1) のパラメータを推定するときですら,

全体のデータから安易にデータを抽出すると思わぬ情報量損失を被ることになるのが分か
る. 特にファイナンスの株価において, 日次データから週次データや月次データを得るとき
に情報量損失を認識する必要がある.
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