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テンソルネットワークの図表現

大阪教育大学 藤井淳一

昨年2024年度のノーベル物理学賞は世界中を仰天させたAI関連の研究でした。その一人であるHopfield

は、その名前が冠されたニューラルネットワークで有名です。大学では情報科学関連に属していました

ので、修論や卒論で、その階層のグラフ表現をよく目にしました。元は行列であったものを可視化して

グラフ理論的にネットワークを表現するのは、（そもそも Shannon線図と呼ばれるものからして）応用

上有効であるものだと教えられました。

前号でも少し触れましたが、ブラックホールのHawking-Bekensteinエントロピーと同等であることが示

されたエンタングルメントエントロピーを巡って、TN(tensor network)と呼ばれる構造が、計算上の便

利な道具として注目されています。それらの基本構造としてMPS(matrix product state)(cf.[5])や、ツ

リー型で、最も計算上適していると言われるMERA(multi-scale entanglement renormalization

ansatz)があり舞う。その名前からわかるように、これも、グラフ的に可視化されるのが自然で、実際

そうなっています。しかし、まだ黎明期であるせいか、多少危なっかしい解釈も多くあり、せっかくのア

イデアがわかりにくくなってしまっていて、他分野との関連で納得できない部分が見受けられ（cf.[6]）、

素人なりに解釈できるようになるまで、少し時間を要しましたし、まとめてうまく書かれているものが

あまりないようなので、ノートとして公開いたします。まだ誤りが含まれているかもしれませんので、

その点はご容赦願います。

自分自身の理解の浅さも自戒しつつ、次の形に基本のMPSを解釈するまででさえかなりかかりまし

た。決定的にしっくりくるものがありませんでしたので、適当にミックスせざるを得なかったのですが、

参考にしたのは、[9, 10, 11, 13]たち（今回は結局触れませんが、検索対象の中にニューラルネット的な（冗談のよう

な）Michael I.Jordanの graphical model もありました）です。基本的な部品の図示は
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などとしておきます。テンソルを Schollwöck[12]の方法等 1)で分解して行って

T

· · ·

＝ M1 T1

· · ·

· · ·

通常（開放型）は左の形で、巡回型なら右の形にまで変形します：

M1 M2 Mn−1 Mn M1 M2 Mn−1 Mn

該当の多重テンソルの状態 |ψ⟩を Schmidt分解して |ψ⟩ =
∑n

j1,...,jn
cj1,...,jn |j1 · · · jm⟩の係数の総体は n

テンソル T を表していると思えるので、例えば周期的な後者であれば、

|ψ⟩ =
∑

j1,...,jn

tr (Mj1 · · ·Mjn)|j1 · · · jn⟩

がMPSの式表現になります。このように次数の跳ね上がるテンソルを次数を抑えた「行列の積」に直

して、計算させる手段で、もともとはコンピュータですぐにオーバーフローして計算しづらかったこと

で生まれたもののようです。

1.TNの基本変形 その 1（3-valent）

テンソルネットワーク (TN)の変形が図上でもわかりにくかったのですが、従来のTQC 2)ともつなが

る論文 [8]を見つけて腑に落ちました。 まず六角格子で説明しますが、3-valentなら F 変形で、空間の

縮小ができます:
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これを使うと次の変形が可能になります（一度にやると難しいので disjointな太字部分で徐々に F 変形）：

⇒ ⇒ · · · ⇒

1)あまり明確に書いていないので困りますが、大まかにはスカラー cj1,...,jn を cj1,(j2,...,jn) と分けて行列的に (j2, ..., jn)空
間から j1 空間への変換とみなして特異値分解を行って行列に直す方法です。これで残りのスカラーがなくなるまで繰り返すと
MPSになります。もはやこれがスタンダードになっているので、分解の方法の吟味などはせず、分解された後の処理的なもの
にしか、物理学者は興味がないようです。特異値分解は核を含んだ分解になっています。

2)例えば、[4] の F行列の図とは枝のフリップが逆方向になっていますが、F は F 2 = I となる symmetry と呼ばれる特殊
なユニタリ行列なので同等です。なお、右側の図は共形場理論等でもよく使われているものです。
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再度やると向きも戻って図上では
√
2倍の大きさになりますが、点線部分の処理は次のようにバブルに

直して消去しています 3)（kの部分でくっついた形からの変形です）：

k

i

j

n

m

ℓ

太線 F 変形
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2.TNの基本変形 その 2（4-valent）

四角形の格子の場合は 4-valentなので、ユニタリU(四角)やイソメトリ=等長作用素W (三角)を挟む

必要があります [2]：

U∗ U

= =

W ∗ W

　あるいは　

W ∗ W

=

これに基づいて、結構大胆な変換をしていきます。まずは下が開放型の部分から:

U∗

⇒ U

U∗

U∗

⇒
W W ∗ VV ∗

⇒ · · · ⇒

これは、一番下の部分が open boundary の場合にこうなるのですが、上が続いている場合は、上下に

ひっくり返した形をとって

⇒ U

U∗

⇒ · · · · · · ⇒

このように変形すれば、無限四角形格子も含めて、格子型 TNからMERA形へ、次のように変形でき

るようです:

3)元論文 [8]では最終項に δijk がかかっていましたが不要と思われ、斜線で消しました。また、変形に余計な処理が入って
いるので略しました。
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　　 1辺開放型 2次元正方格子TN

⇒

open boundary ⇒

⇒

MERA形TN　　　　　

ここで、四角格子の端以外の場合に縮約できる部分 (Tucker積・分解というらしい)を略しましたが、

補足しておきます。実際は、1回目で
√
2倍で 45度傾いたものができ、それを 2回繰り返すことになり

ます。

まず各部品の変形について述べておきます: [1]での特異値分解の図は−45度の分解のみ描くと、

(1) = =

となって、逆にまとめる図は、

(2) =

となります。これに基づいて、一つ飛ばしに (1)変形してやると、次のように斜めに
√
2倍したような図

が出来上がります。
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(1)
=

(1)T

=
(2)
=

同じことを再度やれば、元から 2倍のような図が出来上がります。

3.TN相互間の変形

いままでの解釈で、[5]で挙げた相互変換の図はより分かりやすくなったと思われますので、ここに転

載いたします:

境界周期型MPSの図から tree netに変形 [13]:
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繰り込み群 (renormalization group)を加味すれば更にはMERAのTN図示に至ります ([14])。こ

こでは逆に、▲は isometry, ■は unitaryで表して、[7]にある「MERAからMPSへの変形」を挙げて

おきます（太線部分が効率の悪化を示しています）:

MERA

MPS
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