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UNE NOTE SUR ”"LE PROBLEME DE CAUCHY DANS LA CLASSE DE
GEVREY”

Y. OHYA ET S. TARAMA
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ABSTRACT. We consider the Cauchy problem in Gevrey class for hyperbolic equations
with C” (2 > k > 1) coefficients in the time variable. Following the correction of the
estimates of hyperbolic polynomial cited in our previous paper, we define the modified
parametrix and show that, with this parametrix, the arguments of the previous paper
work still well.

1 Introduction

Dans l’article ” Le Probleme de Cauchy a Caractéristiques Multiples dans la classe de
Gevrey — coefficients hélderiens en ¢t —” par Y. Ohya et S. Tarama [6], nous avons montré
I’existence et I'unicité de solutions pour le probleme de Cauchy hyperbolique que voici:
(1) P(t,x, Dy, Dy)u(t,z) = f(t,x)
' D}u(0,z) = ¢j(z), j=0,1,...,m

dans une bande Q = [0,T] x R!, ot P(t,z, Dy, D,) est un opérateur hyperbolique;

(1.2) P(t,x,D;, D) =D+ Y a;u(t,z)D{D}

JHlv|<m,j<m

dont la partie principale p,, (¢, x, 7, &) donnée par;

(1.3) Ptz ) ="+ > a,(ta)T¢

JHlv|=m,j<m

n’a que des racines caractéristiques réelles pour tout (£, z,¢) € Q x RL. Soit r la multiplicité
maximale de ces racines. Nous avons montré dans [6] le suivant:  Sous l’hypothése que
les coefficients a; . (t,x) pour j + |v| = m (respectivement j + |v| < m ) appartiennent a
CH([0,T], 75 .(RY) 0t 0 < k < 2 (resp. C°([0,T],7:,.(RY))) et qu’ils soient bornés dans
Q, pour tout f(t,z) € C°([0,T], 7 (RY) et tous ¢;(z) € v (R (j =0,...,m—1), le
probléme (1.1) a une et une seule solution u(t,x) dans C™([0,T],7i (RY)) quand 1 < s <
min{l + %, 15}

Cet énoncé avait été montré par la construction de paramétrix. Pourle casou 1 < k < 2,
les majorations de paramétrix s’appuient sur un lemme, Lemme 14.1 de [6]. Trés récemment,
en réctifiant ce lemme, Tarama [7] a montré le suivant: quand tous les coefficients sont
indépendants des variables 2 quand |z| est assez grand, on a

8tag8?pm(t7$77-_iﬂ'a£) =1

it B R By slal g
o —img | ST =0T () ) e

(1.4)
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o1 0 < < I€], |a| + 8] <ret (t,7,2,8) € QxR x RL

Ici nous remarquons que le terme (¢(T — t))’ﬁT_l@a manqué dans les énoncés de Lemme
14.1 de [6]. Ce terme est indispensable. On le voit en considérant un opérateur du type de
Tricomi par exemple. Etant donné cette situation, il nous faut modifier la construction de
paramétrix pour 1 < k < 2 a cause des singularités aux points ¢ = 0 et ¢ = T. Dans cette
note, nous montrons que, par la modification convenable de la paramétrix définie au [6], les
arguments antérieurs marchent encore bien et les énoncés ci-dessus restent valables.

Note 1.1. Siloprérateur hyperbolique P(t,x, D¢, D;) a le prolongement dans une certaine
bande (Ty,Ty) x R! telle que [0, 7] C (T1,T5) ayant la méme réguralité des coefficients et la
multiplicité maximale des racines caractéristiques, alors la démonstration de [6] est valable
sans modifier la paramétrix. De méme, si nous ne considérons le probleme de Cauchy que
dans (0,T) x R, alors il ne faut aucune modification & faire. De plus si r = 1, 'opérateur
est strictement hyperbolique. Donc si x > 1, on sait que le probléme est bien posé en L2
et en v° avec s > 1 (voir Mizohata [5] et Leray-Ohya [4]). Donc, désormais on suppose que
r>2.

Nous rappelons I'idée de démonstration de [6]. D’abord on réduit le probléme & celui
avec les données nulles et le second membre f(t, z) remplissant f(0,z) = 0. Ensuite on va
chercher une solution u(t,x) sous une forme u(t,x) = Qu(t,x) ou Popérateur @ est défini
par

(1.5) Qu(t,z) =

1 7 — T—1 — 1&(x— .

(2m) 1+ /e ()7 =ir = w (ol y)Q(t»%T —1W(t,€),§v(t1,y) drd€dt,dy
avec une fonction de poids ¥(¢,£) et un symbole ¢(¢,z,7,€) qui est un symbole régularisé
de 1/pm(t, z, 7,&) par rapport a la variable ¢.

En remarquant PQ = I + R, on voit que le problihe (1.1) se met sous

(1.6) v(t,z) + Ru(t,x) = f(t, )

ou le symbole de R est donné par

(L7) r(t,z, 7 — it €),8)
= e THYEOP(t @, Dy, )TV g (t v, T — W (t,€)) — 1.

Par les majorations de r(t,x, 7 — iWU.(¢,£), ) et de ses dérivées, on voit que lopérateur R
est un opérateur d’ordre zero du type de Volterra. Donc on voit que I + R est inversible.
Alors on voit 'existence de solutions. En ce qui concerne 'unicité de solutions et I’existence
de la vitesse finie de propagation, on les montre par les majorations uniformes de @ et R
pour une suite des opérateurs strictement hyperboliques qui converge a ’opérateur donné.

La modification & faire, ¢’est le choix de la fonction de poids ¥(¢,€). On a posé U(t,£) =
Ht(€)% dans [6]. Mais, compte tenu de la singularité (¢(T —t))~ "+ des majorations (1.4),
nous prenons W (¢, &) = t+H () (t+p~ )= =D/m présdet = 0 et U(t, &) = t—T—H{(£)*(T—
t4p DI G=D/m pres de t = T on p = (u2 + [€2)%/2. En choisissant convenablement
4,9’ > 0, nous voyons que les arguments de [6] marchent bien avec ces fonctions de poids.

Rappelons quelques notations. Dy = —i0;. D, = —i0,,. On désigne par 75 (R (s> 1)
Pensemble de fonctions g(z) indéfiniment dérivables telles que, pour tout compact K dans
R, il existe deux constantes positives A et C telles que

sup |DSg(z)| < ACIat®
zeK
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pour tout muliti-indice . De plus on désigne par C*([0,7],75 (R)) (s >1et 0 < xk < 1)
I’ensemble de fonctions g(t, ) appartenant a v (R!) pour tout t € [0, T] telles que, pour
tout compact K dans R’, il existe deux constantes positives A et C telles que

IDgg(ty, @) — Dg(te,z)| < ACIal’|ta —ta]*, 1,12 €[0,T] z€K

pour tout muliti-indice a. Pour 1 < & < 2, nous entendons que g(t,z) € C*([0,T],~;,.(R"))
si g(t,x) est une fois contintiment dérivable en t et si g(t,z) € CL([0,T],7;.(RY)) et
Dyglt,2) € C1([0,T], 73,0 (R)).

Dans la suite nous supposons que 1 < kK < 2 et r > 2. On désigne la fin d’une note
ou d’une preuve par O. Employons C' sans ou avec un suffixe pour désigner une constante
positive qui peut étre différente ligne par ligne.

2 Construction de paramétrix Compte tenu de la vitesse finie de propagation, dans la
suite nous supposons que les coefficients a; ,, (¢, x) de 'opérateur P(t, x, Dy, D) ne dépendent
pas des variables x quand |z| > K avec une constante positive K.

Soit 1 < s < min{l + £,-L-}. Posons ¢ = 1/s. Alors nous voyons que (1 —d)r/k < ¢

r?r—1

et (1 —9)(r—1) < 4. On défint la fonction

21) U(tE) =t + HE (t+p 1)

avec p = (2 4 |€[2)%/2. Ici H > 0, u > 1 sont constantes qui seront déterminées. On
se sert de la notation (&) = (1 + [£]?)'/2. De plus &’ est une constante vérifiant max{(1 —
Nr/k,(1—=308)(r—1)} <d <4.

Notons que 9, ¥(¢,£) > 1 et
8t\:[j(t7£)

€]
Soit tg € (0,7/4). Alors, quand |0;¥(¢t,&))| < |€], to > ¢ > —ﬁ et 3(t + %) >0 >t+ %, il
résulte de (1.4) que

-1
r—1

SCH Y t+p1) 7 {910,

pm(auva - Zat\:[j(tvf)vé-)

0:05 0, pm (0, 2,7 — 10V (¢,€),€) |

< CH7£ <§>(175)£ (at\Ij|éTv 5) )*|Ot‘ ((’9t\I!(t7 5))46\ )
Les majorations ci-dessus impliquent qu’en se servant de W(t,£) définie par (2.1) comme
une fonction de poids, on peut construire une paramétrix désirée.
Avant de définir des opérateurs comme paramétrix, nous remarquons quelques propriétés
de U(t,¢) définie par (2.1).
Quand 0 <t < 2tg, on a

k—1

U(t,€) < t+ HE) (20 + %)=,

3H|n|? (to + p=% )=, Inl > 3(6)
2.3 U(t,&4+n)— V()| < o
23 e =) {CHIWI<£>“(t+p1)1 L Il < 49,
et
(2.4) 020w (L, €)| < Cle) 18, W(L,€)|, —1/(2p) <t < 2ty

avec une constante C' indépendant de t, £, H et de pu.
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Note 2.1. Tl résulte de (t + p~1)~(==D/7 < Cp=1/" pour t > —1/(2p) que |9, ¥(t,&)| <
C(e)+ (+=D/T pour t > —1/(2p). Comme r/(k — 1) > max{r — 1,7/k}, nous pouvons
choisir ¢’ telle que &'(k — 1)/r < 1 — 4§, d’ott l'on a, avec € > 0, [0;¥(t, )| < C{€)1~¢ pour
t > —1/(2p). Dans la suite on le suppose. O

Soit x(o) € C*°(R) telle que x(o) =0 pour ¢t ¢ (—2,—1) et

/X(o) do = 1.

On va définir les symboles ¢y et ¢; par
px(p(t — o))
2.5 qo(t,z, 7, €& :/7ds
( ) ( ) Pm (0', Z,T, g)
pour t > —% et
px(p(o —t))
q1 taxv’rvg = /7d0—
( ) pm(o-’ Z,T, g)
pour t <T + ﬁ respectivement.

Note 2.2. Sit > —2—1/) et x(p(t—0)) # 0, alorsona o > 5> et 3(t++) > 0 > t+ . De méme,
sit <T+5; et x(plo—t) # 0O alorsonaoc <T—g et 3(T—t+ ) >T—0>T~t+.
O

En employant les symboles ¢g et g1, nous définissons les opérateurs Qo(¢, x, Dy, D, ) pres
de t =0 et Q1(t,z, Dy, D) pres de t =T comme paramétrix par

1 ¢ . ,
. 7(27T)1+%/ dt //el(t—tl>T+xv(t,5>—w1,s>>+wa
0

qo(t,x, 7 — W (,£),8) f(t1,€)drdé, 0 <t <t

QO(t7x7 Dta Da:)f

olt Wy(t,&) = 9U(t,€) , to € (0,L) et f(t,€) étant la transformée de Fourier en z de

f(t,z) € C([0,t0],7*(RL)) & support compact, telle que f(0,z) = 0, définie par f(t,£) =
(2m)~V2 [ e~ f(t,x) dx et par

1 i : ;
t,x, Dy, D) f = dt i(t—t1) 7+ (£,6) =1 (81,8))+izd
Ql( y Ly D, L )f (27(_)1_‘_% /Tto 1//6
Qo(t, o, 7 — 10y 4(t,€),6)f(t1,€)drds, T—tg<t<T
ol
\Ill(tag) = _le(T - taf)a

Wy 4(t,€) = 0,01 (t,€), to € (0, L) et f(t,2) € O([T —to, T),v*(R!)) & support compact telle
que f(T —tg,z) =0.

Dans la suite nous montrons que les calculs de [6] marchent aussi bien pour les opérateurs
Qo et Q1. Comme le raisonnement est pareil, on se limite a considérer la paramétrix Q.
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L’hyperbolicité de p,, implique que le symbole go(t,z,7,&) est holomorphe en 7 dans
C_o={reC|ST<0}et

|q0(t,x,7-, §)| < C|T|_m
pour (t,z,7,£) € Q x C_ x R! tel que |7| > D|¢| avec certaine D > 0. Donc on voit que
(2.6) Qo(t,x, Dy, Dy) f = Qo(t, =, Dy, Do) f, 0 <t <tg

ou

Qo(tavata DI)f

— % /// ei(tftl)TJr‘I’(tyf)*‘I/(tl,g))+m£
(2m)1*z

xo(pt)x1(t)qo(t, x, 7 — iV (t,£),&) f(t1,§) dtrdrdé,

ot xo(t) et x1(t) étant des fonctions C telles que xo(t) = 0 (t < —1/2), xo(t) = 1
(t > —1/4), xa(t) = 0 (t > 2to), x1(t) = 1 (t < to) et que f(t,z) € C(R,7*(R")) est un
prolongement & support compact de f(t,z) tel que f(¢,2) = 0 pour ¢ < 0.

En opérant P a (2.6) de gauche, nous avons

(2.7) P(t,x, Dy, D)Qo(t, 2, Dy, Dy)f = P(t,z, Dy, Dy)Qo(t, z, Dy, Do) f

sur (0,tp), supposant que Vopérateur P(t,x, D;, D,) est prolongé & —T < ¢ < 0 en posant
P(t,x, D¢, D) = P(—t,x, Dy, D;) pour =T <t < 0.

Note 2.3. Les coefficients a; . (¢, x) de la partie principale p,,(t, z,7,§) de Popérateur pro-
longé P(t,x, Dy, D,) ne satisfont que la condition de Lipschitz par rapport a ¢t en ¢t = 0.
Mais on a, si o > 0,

(2'8) pm(t7x77—7 f) _pm(avxﬂ—’ 5) = pm(\t|,x,7, f) _pM(vaaTa 5)
= (|t‘ - U)atpm(o-axaTv g)

1
+ (|t‘ - 0)/0 (atpm(a + 9(|t‘ - 0'),(17,7',5) - 8tpm(07x777 f)) d@,

ott le dernier terme de second membre est majoré par C|t — o|*(|7| + [£])™L¢|. O

Le second membre de (2.7) est égal &
f(t.2)+ Rf,  te[0,t]

ou l'opérateur R est défini par
. 1 . : N
Rf=—+ /// U t)THV OO HBEr(p g 7 — W, (¢, €), €) f (b1, E) dbdTdeE,
(2m)tt=

avec le symbole r(t,z, 7, &) donné par

t,),€)
(tv x,T, 57 Dtv Dw) (Xo(pt)X1 (t)QO(tv T, T — iqjt(tv f)v 5))
= Xo(pt)x1(t)

(2.9) r(t,z, 7 — 10
=P
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ou
p(t,m,T,f, Dt7 Dz) — e—itT—‘I’(t,f)—iffp(t,m7Dt’ Dz)eit‘r—‘r\l/(t,ﬁ)-‘rirf.
Donc
- 1 . i o
P(t,o, 7.6, D, Do) = Y 5 PU (a7 —iW(t.€),6) Y Cin(t,©DID;
k+lal<m 0<j<k

ot PR (¢, z, 7,€) = OFOZ P(t,x,7,€) et Cj(t,€) est donné par

! ,
Cjn(t,€) = ﬁDfﬁ exp(V(t +5,8) — U(t, &) — sWe(t,€))s=o0
(voir par exemple (6.12) de [3]). Alors, on obtient
(2.10) Crp(t,8) =1, Cre1,x(t,§) =0

et

(2.11) [02C;x(t,€)|
< CW(t, &) p (1 + [We(t,E)|p™ ) = 1) Plpb I 0< j < k-1,

qui découle de (2.4).
Or on peut réécrire (2.9)

T(t,x,’r - Z\Ijt(t7£)7£)

= Z kyialp(k’a)(t?va_iqlt(tvg)af)
0<j<k<m, |a|<m
Cj,k(t7 S)Dng (XO(pt)Xl (t)(JO (tv Z, T — Z\Ijt (t7 5)7 5))
— Xo(pt)xa(t).

D’abord, on considere la partie principale de r(t,z,7 — iW(t,£),£). Vu (2.8), si 2ty >

t> —%, alors on aura

Pt 2, 7 — iV (t,6),&)qo(t, z, 7 — iW4(t,§), )
:/pX(p(t—J))pm(t,x,T—i\I/t(t,f),g) d
pm (0, 2,7 —iV(1,§),€)
=14qo1(t,z,7,8) + qo2(t,z,7,§)

g

ou l'on a mis

atpm(aava - Z\I/t(t7£)7£)

pm(0'7$,7' - qut(t7€)a§) do

Gty 0.7, €) = / p(1t] — )x(plt — o))

et

doalt,2,7.6) = / a6 / ot — )x(plt - o)) x

8tpm(0 + 9(|t‘ - J)ava - “Ilt(t7£)7£) B atpm(aava - Z\Ijt(t7£)7£)

pm(vaaT—i‘I/t(tvf)»f) dU'
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Comme le polyndme p,, (¢, z, 7,£) n’a que des racines réelles dont la multiplicité est au
plus r, on a

(2.12) pm(t,2,7,6)| 2 CIST"(|S7| + €)™, (t,2,7,6) €2 x Cx R,

d’out 'on obtient |py, (t,, 7 — iU (t,&),&)| > CW4(t, ) (€)™" dans Q x RIHL
quand U(t, &) < |£]. D’autre part, compte tenu de la minoration:

(2.13) [pm (t, 2, 7,8)| = C(I7] + €)™

pour (t,2,7,€) € QxCxR! tel que |R7| > D|¢| avec D > 0, on a |py, (¢, 2, 7—iW(t,€),€)| >
C(|7| + U (t, &) + |£])™ dans 2 x R quand |7| > D] ou W(t,&) > [£]/2. Donc, vu (2.2),
on obtient

Crr p~ €)=, |7] < 2D|¢] et Wy(t,€) < [¢]

Cr ' prrmiiares 17| = DIEl ou Wu(t,€) > |€]/2.

|QO,1(t7x7T - quf(*’a&):f)‘ S {

De méme, vu la note 2.3 et (2.12), on a

—n (el \"
it — v .01 < { 7 (sig) 71 < 2Dl e Uit <
Cor " mmaame |17 = DIEl ou Uu(t,€) = [€]/2.

Note 2.4. Notons que p~1 < (€)=, |£]/W,(t, &) < C{E)'9/H et § > (1 — §)r/k. Donc on
algo1|+ g2 <C{)~° avece > 0. O

Soit p,(t,z,7,&) le symbole d’ordre inférieur & m de P:

pr(t,x,T, f) = Z aj,V(tvx)Tj£a~

jtlv|<m

Nous voyons que le symbole r défini par (2.9) est la combinaison linéaire de produits de
termes suivants:

P (t, 2,7, €) [pW O (t, 2, 7,€) ou bien pV (¢, 2, 7,6) /p O (t, 2,7, €),
pSn Ot a7 &) [P (1,2, 7,6),
Cix(t,&)DI" (Xo(ﬂf)x ()

=
et pm(t, z, 7 5)8h6a<qo( x, T — i\I/t(t,g),f)) on0<h<j<ketk+|a <m. Iciona

posé T =71 — iU, (t,¢&). Comme

j
83( m (o, 7 — iU (t, ), € ) ;D],k )OEpm (0,2, 7 — i, (8,€),€)

ot Dj i (t,&) remplit

(2.14) 08D k(t, &) < Cp (€)1 (2, O)*

qui résulte de (2.4), vu la définition (2.5) de go et (2.8) nous voyons que, pour majorer le
terme pp, (t, 2,7, €)0P0% (qo(t, z, 7 — iW4(t, f),f)), il suffit de considérer les termes suivants:

atpm(o-vxvi—a5)/pm(0-7x77’:a£)7 ﬁm(avtvxv/]:vg)/pm(o-vxv%ag%
6k80¢pm(0. €L, T f)/afpm(a €L, T f) et 87]?pm(0'7xvi-af)/pm(gaxafvg)' Ici ﬁm(a7t7xa7:7§) est

Jy (@)@ + (1] = )6.2.7.6) = (Drp) (0.2, 7.€) ) dB
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Les évaluations de ces termes et leur dérivées sont obtenues par les calculs analogue a
ceux de [6]. Alors on se contenterait de donner les calculs dans leur grandes lignes. D’abord
on remarque qu’il résulte de 'hyperbolicité de p,, et de (2.13) que

(2 15) 87lfpm(t,.’13,7' - qut(t7€)a§) } < C\Ijt(tag)ika |T| S D|£|
' Pty w, T — W (8,€),€) | | C(I7] + [€] + We(t, ) 7F, |7 = Dl¢|.

Comme pour m >k > 0, 0%p,, (¢, 7, 7,£) est un polynéme hyperbolique en 7 qui n’a que
des racines a la multiplicité au plus max{r — k,1}, on a
(2.16) [0Fpm(t, 2, 7,8)| > ISR (|G| 4 gy hmmaxtr=hl),
(t,z,7,6) € QA x C x R,

D’autre part, si m > k£ > 0, nous avons
(2.17)  |Opm(t,z, 7, &) > Ol + €)™, |R7| > D¢, (t,2,7,6) €QxCxR

avec D > 0.

Notons les coefficients a; . (t,) € C*([0,T], v .(R)) pour j + |[v| = m et a;,(t,z) €
C°([0,T), 75 .(RY) pour j + |v| < m et qu’ils ne dépendent pas de z quand |z| > K. Vu
(2.16) et (2.17), nous avons les majorations; pour (¢,z,7,£) € Q x R j = 0,1 et pour
tous k > 0, o et 3,

2.18
( ) p’gr]f,())(tvxv’r - Z\I/t(t7£)7£)

) max{r—k,1}

08 0 ™) (1,7 — 194(1,6), ) ’ <

CoCllat* (i €171, |7] < 2DJg] et Wy (t,€) < [¢]

CoCl a3 (|7 + T, (t,€) + [€)718, |7 > DI¢] ou Wy(t, &) > [¢]/2.
et

8a?‘p7’(k7ﬂ) (ta T, T — qut(t7 f)a g)

(2.19) P FO (7 — iU (¢, €),€)

la| €] max{r—k,1} 1
CoCllat* (i) €118 7] < 2D¢] et Wy (t,€) <[]
CoClats (|7] + Wy (t,€) + [€) 718172, |7] > DI¢] ou Wy(t,€) > |€]/2.

ou la constante Cyp ne dépend pas de a et C; ne dépend que des coefficients de P. Dans
la suite les constantes Cy et C; ont la méme dépendance. Comme |¢|/W,(t,&) < C{E)10,
0" > (r—1)(1 —9), e¢ § > 1 —1/r, les majorations ci-dessus impliquent que, quand
|7] < 2D|¢| et Wi(t, &) <[], nous avons avec € > 0

o (k,3) i
(2.20) (o (65567; )(0’,1‘,7" iV (t,€),6) < COC\1a|a!sp|§|—s—|m’ E>1
p'm, (07:5,7' - Z\I/t(t7£)7£)
et
opE ) (b, — Wy (1, €),€) lal 1yt oo
2.21 R ALt 22 < CpO g8 k> 0.
( ) pm(k70)(t7x77-_i\pt(tag)7€) =t |§| ’ -
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De méme, vu (1 — d)r < kd’ et (2.16), on obtient

aa N(k 5)(0—7ta T, T — qut(t&%f)
pgf )(Uﬂva - Z\Ijt(t7£)7£)

(2.22) < CoClMate|t — |1 pr|g| 1A

ouk > 0 et e > 0. Dapres Bronshtein [2] (voir aussi Wakabayashi [8] ou Cor. 1.2 de
Tarama [7] ), nous avons

(2.23)

aopw ) (e, 7 — i, (1,€), ) Ty (t,€)\ ol .
C ) W, (¢, &)~ 18l
pEO (4 27— i, (8, €), ) < €| ) ,4)

quand m >k >0, 0 < U, (t,€) < |¢], |a| + 18] <7 —k et (t,2,7,€) € Q x R Donc vu
(2.18) avec j = 0 et (2.23) on a

(2.24)

aopw (t,x,m — iV, (1,€),€)
pm(ko)(t,x,T—z\I/t( 5)75)

min{r—k,|a|}

< C()C‘lal\lft(t’g)_wuaus Z ]'1_9(\Ilt|(§|’§))_J
7=0

quand m >k > 0,0 < Uy (t,€) < €] et (¢,2,7,€) € Q x R
De méme, vu (2.2) et (2.18) avec j=1et k=0, 0n a

(2.25)

92 (i) (0,0, 7 = 1W4(t,€), €)
pm(aa Z, T — i\:[/t(t7 5)7 5)

min{r,jal}

< CoC1l () A=/ gy =/, (¢ &)=l japis 3 ﬂl‘s(mgig))‘j
j=0

quand 0 < Wu(t,€) < [£], 0 > p71/2, 3(t+p71) > 0 > (t+p71) et (r,2,6) € RIH2.
Donc, vu (2.20),(2.21), (2.15), (2.23) et (2.14), on voit que p,, (¢, z,7,&)DPFD%qo(t, z, 7, €)
est majoré par Cp"W, (¢, &)1, d’otr, vu (2.15),(2.23) (2.11) on voit que, quand |7| < 2D|¢|
et Uy (t, &) < €|, la majoration du produit des termes:

i (t,2,7,) o (t,2,7,€), pir” (82,7, /pun (b2, 7,€), Crr(t, D" (xo(pt)xa (1)
et pm(t,x,T,f)B{L@;‘(qo(t,x,T — Z\I/t(t,f),f)) o0 <h<j<ket0<k+]|a <mest
donnée par

(2.26) CIEl /W4 (1,)%) ) (p/ W2, €)) T+ =72,

Comme [€]/W,(t,€)2 < ()12, p/W,(t,€) < CE)" 0 et k + |a] > 0, compte tenu de
0=1/s >1/2vur >2et de § > ¢, on voit que le dernier terme (2.26) est majoré par
C(&)~¢ avec e > 0.

De méme, vu (2.19), (2.15) et (2.11), le produit des termes:

P4, 7€) /o0 0,2, 7,€), 6576, 7€) o, ,7,), Coalt DE (oot (1)t
P (t, x, 7, £)O0OS (qo(t,x,T - Z\Ilt(t,g),f)) oun0<h<j<ket0<k+|al <m est majoré
par C(£)~¢ avec e > 0.

Donc on obtient |r(¢, z,7,&)| < C(§)~¢ avec e > 0.
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Pour obtenir les majorations des dérivées de r(t, z, 7, &), notons que pour n’importe quel
symbole ¢(t,z,7,&), on a

(227) a?(Q(tvva_i\Ilt(tvg)vg)) = Z Daﬁ)k(t,f)(afa?q)(t,xﬂ'—i\:[/t(t,f),g)

B, |B|+EL ||
ou l'on a, vu (2.4),
(2.28) |Dapi(t, €)] < CW(t, &)F(¢) IRl

D’autre part, d’aprés Prop. 4 de Bronshtein [1] (voir aussi la note 3.1 de I’Appendice);
u (2.18) et (2.23) on a

1
(2.29) |0Fpm(t, @, 7 — iqft(t,g),g)agakpm(t P z‘\Ift(t,g),g)|

o GO alt Sy 1 wa(1,€) 7510, 7] < 2DIE] et Wi(t,€) < I¢]
CoCi™ a1, 7| > Dlg| ou W (t,€) > [€]/2.

Donc vu les majorations ci-dessus et Lemme 3.1 donné a I’Appendice, nous avons les ma-
jorations avec € > 0; quand ¢ € [—1/(2p), 2t¢],

|8§‘6§r(t,x,7 - Z\I/t(t7£)7£)‘

g {co<§>”'ﬂc;’"|a|ls S (El/ 1 a(t,€)751 0, Ir] < 2DIg] et Wi(1,) < €]

e clelap®
Cofeye1ol gl e, |7 > DIg| ou W (t,€) > |¢]/2.

Pour obtenir les majorations de 0,7, nous remarquons que pour n’importe quel symbole ¢,
on a
qt, z,7,¢§)
Or (k 0)
(t,x,7,8)
_ Ot 79 pn Va8 a8 pw V(7,8
o V2,78 P a7 8 (7,0 i (a7

et que, pour ¢, > 0 tels que |o —t| < Cp~!, on a

(2:30) P (0,2, 7,€)

pn (wﬁ,s)’ .

p(k+1 0)(t - 75)
(k 0)(t x,7,§)

En effet 'inégalité derniere vient des majorations suivantes:
|p(k 0) (t1,2,7 f)/p (k, 0)(t2,x,7~',£)\ < C pour ty,ts > 0 tels que |[t; —ta| < Cp~t. On obtient
ces majorations au cas de k = 0 vu (2.8), (2.2) et (2.12) par les majorations pareilles &
celles de go.1 et go,2. Au cas de k > 1, elles découlent de (2.16) et (2.20).

Donc nous voyons que quand ¢ € [0,to], |7] < 2D|£] et Uy (¢, &) < |€], on peut majorer
10,0200 r(t, 3,7 — Wy (t,£), )| par

m—1| (k+1’0)(t,$,7~',§)| s o lof -
(2.31) Y ¥ ()™ a1 Y (€1 Wa(t, €))7 510

k,0 ~
k=0 |p( )(tv T, T, £)| 7=0
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Nous avons aussi

o1 a1 (€)
(7 + a1, €) + [€])2

quand |7] > D[] ou Wi(t,€) > |£]/2. Vu (2.32), nous voyons que, pour 0 < g9 < 1,
|7|€00,r(t,,7,€&) est intégrable en 7.

(232)  [0:0000r(tw.m = i04(t,€),€)] < Colg) =1

Comme
Rf — lim % /// ei(t—tl)7’—‘,—@)(1’(7'—i))1/2_;,_‘~Il(t7§)—‘l/(t1,f))—‘,—i.”ﬁf,],,(t7 z, 7, f)}(tlv 5) dtld’rdf
wl0 (2m)1t2

et on apour 0 <t <ty
(2.33) // ei(tftl)T+w(i(7—7i))1/2+\I!(t,£)7\11(t1,E))Jrizg,r,(t, T, 7, f)f(tla f) dt,dr
t
_ / dt, /ei(t—tl)T+w(i(T—i))1/2+\P(t,£)—\P(tl75))+m§r(t, x, 7, §)f(t1a §) dr,
0
par 'intégration par parties nous avons

Rf:/o R(t,t1)f(t1,-)dty, t€[0,to]

ou
R(t,t)g() = (2;% [ e o 1., 2,09(6) de
avec
ro(t,ty,z,€) = Wl—tl) /_Z(e”“—tl) — )01 (t, T — 10, (t,€), ) dr.

Comme ’hyperbolicité implque que PT(nkH’O)(t, T, T, 5)/P,(,f’0) (t,z,T,&) s'écrit sous la forme:
Z;n:_lk 1/(1 — Mg j(t, x,8)) avec A ;(t,z,€) € R tel que A ;(t,z, &) < C|§], il résulte de
(2.31), de (2.32) et de I'inégalité |e”® —1| < 2|s|*° pour 0 < £y < 1 que, en prenant g € (0,1)
tel que g < €, nous avons pour t,t; € [0, ] tels que t > ¢,

(2.34) (0907 To(t,t1,7,€)|

_ JGot =ty jal i Sl (/w1 €)1, Wit €) < Il
= Golt — t)o 1) Pl e, Uy(t,€) > [¢]/2.

Ces majorations impliquent la suivante:

Proposition 2.1. I existe des constantes positives hg, co p et to € (0,T/4] telles que U'on
ait, pour tout h € (0, ho), en prenant H = coh,

5_
M2 HDD (e, )Yy <
C(t _ tl)so—l||eh(Dz>5_\Il(t17Dz)g(.)||L2(Rl)’ 0<t; <t<t.

Pour h € (0,ho) et H = coh, on a aussi h(€)° — W(t,&) > h{£)?/2 pour 0 < t < to.
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Preuve. On n’a qu’a montrer que le symbole r1(¢,t1,z,£) défini par

(2.35) r(t, t1,z,8) = /e_iy"+h<5+">5_\P(t’5+”)_h<5>5+w(t’5)ro(t, ti,x+y, &) dydn
remplit,

(2.36) 00501 (£, 11, 2, )| < C(t — ty)707 1 (€) TOIPIHI=D)leol,

Soit ®(t,€,n) = h(€ +n)° = (t,E+n) = h(§)° + U(t,€). Vu (2.3), on a

k=1
T

—~
as)
~

Bl (h+ H(to + u~)'=7), n| >
, 1_)\",;1
Clnl€)*(h+ H (to+1~") ), Inl <

Quand |3| > 0, vu (2.1), on a

(2.37) |®(t,&,m)] <

Nl= N
—~
7as)
~

C(&)>IPI=H iy IHIBI=0 ), |nl > $(€)
2.38 ) t,€, < 5
( ) ‘ 3 ( 5 TI)’ {C|n|<£>61ﬁ|, |77| < %<€>’
et
(2.39) 0592 ®(t,€,m)| < Clg +m)° 181171,

D’abord nous allons établir les majorations au cas ou |£|/W(t,&) > 1.
Note 2.5. Si A > 1, Cl*Tla + aq1® lefgao‘ AT §11=5 est majoré par
|ev]

CoAl*l|a|1*(2°Cy)lel Y~ AT

j=0
ou la constante Cy ne dépend pas de o. O

Note 2.6. Pour des entiers k et j tels que k > j > 0, vu 1/4! < 2¥(k — j)!/k!, on a, par
I'inégalité de Young, A7/5!1°~1 < (28 /K1)~ ((k/5)AF + (k/(k — j)(k — )= DR/ E=0) pour
A > 0. Donc vu le formule de Stiring, on a pour A > 0

k
(2.40) kIS AT 1T < CF (RIS + ARR)
j=0

avec une constante C' qui ne dépend ni de k ni de A. Nous voyons que la somme

Quand [£|/P4(t,&) > 1, d’apres les notes 2.5 et 2.6 et (2.34), on a
(241) |ag+a08?r0(t7tlax7€)‘
< Co(t = 1) Hg) DI (o] 4 (€] Wa(1,€))* ).

Soit x2(&) € C*°(R!) remplissant x2(¢) = 1 pour [£] < 1 et x2(£) = 0 pour |£] > 2.
Considérons d’abord l'intégrale I

(2.42) I = / e~ WIERWEN o (4 /(€D )ro(t, b, 7 + . ) dydy.



PROBLEME DE CAUCHY 209

Par l'intégration par parties, on voit que
(2.43) I = /efiyw@(t@”)(l + (/e ) y|*) "ro,u (b, @ + y, €,m) dydn
ou 79,1(t, 11,z +y,&,n) est défini par

(2.44) e *BEM (1 — (|€]/W,(t, €))% A,)" (eéu,s,n)
x2(4n/(€))ro1(t, t1,x +y,&,n)) dydn.

Comme 11 = 0si |n] > (€)/2, vu (2.39) et (2.41), on a

(245) 950200, 01| <
Co(t — ) () =PIl (at* + (1¢]/Ti(t, £)) o).

Puisque (14 (|€]/%4(t,€))?|y|?)~™ est analytique en y, on voit que le terme |8§‘8§‘08§((1 +
(1€]/e(t,€))?[yl?)~"ro,1)| est majoré par

(2.46)  Co(t —t2)* (14 (|€]/e(t, ) yl) ™"

(g) o a=oleolcial (1= 4 (jg|/Wy(t, ) al!).
Note 2.7. Dans la suite nous obtiendrons les majorations par l'intégration par parties.
Comme pour tout € R tel que n # 0, il existe un élément n; de n tel que I|n;| > |n], en ten-

ant compte de [n|* [ e~ f(y,n) dy = (|n|/n;)* [ e=*"(=idy,)* f(y,n) dy, on a V'inégalité:
| [em ™ f(y,m)dy| < [1¥|0g f(y.m)|/In* dy. O

Quand |n|/(1C1) < (|€]/W+(t,€))*/ =%, prenons a tel que |a| < e~ n|¥(t,£)/(IC1[¢]) <
la] + 1. Alors, on a |a|'=% < e~ (=9 (|¢]/Ty(t,€))° d’ott Ton a |afl*=1 < (|€]/P(t, &)l
D’autre part, par le choix de o on voit que (IC7)1*1(|€] /T, (¢, €)1 |a)!/|n|l*! est majoré par
e~ 1ol Donc nous avons

(IC) (laft* + (1&]/Z4(t,£)*al!)/In]'*! < 2e71
< Ce—crlnl¥:(t.9)/I¢]
< Ce—c2HIN© ™ —crlnWe(6.6)/2I€)
D’autre part, quand (€)/2 > [n] > IC1([¢]/P(t,€))"/ =), on prend a tel que |af* <
e nl/(1C1) < (Jaf + 1)*. Alors on a ([€]/¥(t,€))l*l < (101/[n))°~ Vel don Ton a

(1Cy /D)ol (1€) /W (t, Nl < (1Cy /)%l Par le choix de a, on a |a|!*(I1C1/|n])l®! est
majoré par e~ ®l. Donc nous avons

e (jaft* + 1€/ Wo(t, ) |aft) /n|lel < eIl 4 70l
< 06—63\71\5

vu [n]/{§) <1

< Ce—calnl(©)’ = /2=calnl®/2.
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Donc par l'intégration par parties nous avons

(2.47) | /e—iynagoaf((l (€T, )2 yI2) o (t b, T + yaf’ﬂ)) oy
< Ot — 1)L (et )/ Jg])(g) Aol

e—c2H|n|<£>‘5*1—c1|n|‘lft(t,£)/(2|£|), In|/(1CY) < (|€]/ (¢, €)M/ (1=9)
emesInl(©) " —eslnl’ /2, (€)/2 > In| > 1C1(I€]/ (1, €)=,

On a [ e~ c¥et&/IEl dn < C(1€] /T4 (t, &)™ et fe_c"ﬂé dn < co. Alors si C(h + H(tg +
p )= D/Ty < o HY2 et C(h + H(tg + p %) =(=1/7) < ¢5/2, en tenant compte de
(2.37), nous obtenons

(2:45) | [ e enom o (1 + (16 TP IuP) " roa(t .6 ) dudy
< Ot — t1)%0 1 (g)~IBI+(1=d)ao]

De plus, comme |77|<£>5_1e_c‘"|<5>571 avec ¢ > 0 est borné, vu (2.38) et de (2.47), on a

(2.49) |3;’°3§/6‘iy”+¢“’5’")((1 + (181/%4(t,€))*1y*) " ro.1 (¢, 1, 2, m)) dydn
< Ot —ty)%0 1 (g)~oIBIH(=d)ao]

Ensuite considérons I, défini par

(2.50) I, = /e*iy"W(t’f’”)(l — x2(4n/{(E))ro(t, tr, x + y, &) dydn.
De méme, par I'intégration par parties, on voit que

(2.51) I = /e*iyn+¢(t,£,n)(1 + Y1) "ro2(t tr,  + y,&,m) dydn
ou ro2(t, t1,z + y,&,n) est défini par

(2:52) e (1= A (XD (1= x40/ (€)7o )

Donc, compte tenu de (2.39) et de (n + &)~ < (£)7(n), on voit que |8§‘8§‘06?((1 +
|y|2)_"r0,2)| est majoré par
(2.53)  Colt —t1) 11+ [y[*)™"

(&)~ oIeIa=dleol (IBICel (Jaft= + (1€ /(¢ €)1 |at).
Si |l > (£)/4, on a [¢]/W4(t,€) < Coln|*=°/H, d’ott Ton a (&]/(In|W:(t,€)))|al! <

(Cy/H)*l(Ja|!®/|n|le1)®. Alors, en prenant e=1/(Ja| + 1) < IC1Cy/(H|n|®) < e '/|al, on
voit que, en supposant [C7,Ca, 1/H > 1,

(2.54) acy) (ot + 1€/ T (t, €)1 at) /[n|1*
< e~slal 4 g—lal

< C€*C4H|77|6.
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Donc, si ¢4H/2 > C(h+ H(ty + u*)'~(*"/", on obtient de (2.37) et de (2.38) le suivant:

(2.55) |0g°00; /e_iy"”(t’g’”)@;""@?((l + [y*) "roa(t tr,x +y.&n)) dydn
<C(t— tl)so—l<€>—6|ﬂ\+(1—5)\ao|.

Donc on a établi les majorations & montrer quand |£|/P4(¢, &) > 1.

Dans le cas ou [£|/W(¢,£) < 1, compte tenu de la note 2.1, on n’a qu’a considérer les
majorations de r; pour || < J avec une certaine constante J > 0. Donc on suppose |£| < J.
Considérons I3 défini par

(2.56) Iy = /e*iy””’(t’ﬁ””(l +1y?) M roa(t t, 2 +y, € n) dydn
ou ro,3(t, 11,z +y,&,n) est défini par

(2.57) e PtEM (1 — A )" (e‘l’“’ﬁ’")ro) :

Vu (2.34) et (2.39), on a |8;6§‘08?((1 + [y|*)""ro,3)| est majoré par

(2.58) 19502097 (1 + [y*) "ros)| <
Cot — t1)= 1 (1 + [y () PlC) e

Quand on prend a tel que |af* < e Yn|/(1C1) < (Ja| + 1)*, on a (IC /|n))*|a|!s < e~lel.

Donc on a (ICy/|n))1*l|at* < Ce=eslnl’ . Alors, vu (2.38),0n a

(2.59) |07 950 / WIS (1 4 |y[*) roa(t b, @+ y, €,m) dy]
est majoré par

(2.60) Co(t — t1)%0~ 1 () IBle@tEm—cslnl®

Vu (2.37), si C(h + H(to 4+ p0 ) =+=1/7)) < ¢5/2, on a

(2.61) 100501 (t, 11, 2,€)] < Co(t — t1)

quand |€]/U(,£) > 1. Donc la preuve de I'inégalité (2.36) s’acheve.
Pour le choix de ty, i, H et de h, on a demandé a remplir les suivants:

Ch+ H(to + p~ %) = (+=0/7) < ey H /2

C(h+ H(to+ p= ) ==D/m) < ¢5/2

C(h+ H(to+ p® ) ==D/"y < ¢y H/2

C(h+ H(to+ p® ) =17y < ¢5/2

H<L1.
En prenant (to + u“y) < cg, h < crH et H < cg avec des constantes petites et positives ¢;
(j =6,7,8), on voit que les inégalités sont remplies. Donc soit hg = c7cs et ¢g = 1/c¢7, pour

tout h € (0, hg), en posant H = §oh on voit que h et H remplissent les conditions ci-dessus.
Comme U(t,£) < H{E) (to+p~?"), si cgeo < 1/2, on voit que h{€)° — (¢, &) > 1/2h(¢)°. O
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Proposition 2.1 implique que 'opérateur I + R est inversible dans ’espace de Banach X de
fonctions f(¢,x) telles que eh<Dz>5*‘I’(t’Dm)f(t,x) € C([0,to], L*(RY)) avec le norme || f||x =
SUPe(o,,t0] ||eh<Dm>5_‘I'(t’Dm)f(t7 I oull -] =1 |lz2. Par le calcul pour Popératuer R, on
voit que, pour j 4 |a| < m, on a || DI D2Qovl||x < C||(D,)maxtitlol=m+1.0}y)

Donc nous voyons que les arguments de [6] marchent bien aussi pres de t = 0 avec Qg
comme paramétrix. C’est aussi pres de t =T avec Q1.

Note 2.8. L’unicté de solutions et I'existence de vitesse finie de propagation découlent des
arguments de §5 de [6]. On signale ci-dessous quelques erreurs trouvées dans la section §5
de [6].

(25.2
(25.3

a la page 299, au lieu de (£)°0"=9) ] lire (€)™,

a la page 300, au lieu de (D,)~1=9™  lire (D)~

(26.5) & la page 301, au lieu de (n)o(m==0IBl+ ipe (nym—i—1=0IB+
(26.9) & la page 302, au lieu de HY(m=9) | lire H™=9-1,

Page 303, ligne 3, au lieu de (D)~(1=9™ lire (D,)~!. O

—_ — O —

3 Appendice

Lemme 3.1. Si les fonction fj(z) (j =1,2,...,N) sur R! remplissent
|0% £;(0)] < K;C¥|aft® Zﬁlo ANY=s pour tout «, alors on a la majoration suivante du

produit f(x) = HN:1 fi(z):

lex|

(3.1) 192 F(O)] < pr(p2C) [l 3 Al
=0

avec des constantes p1 et pa ot p2 me dépend pas de N.

Preuve. D’abord on note que (k—1)! < k!/! < 2¥(k —1)! pour des entiers tels que 0 < I < k,
d’ol 'on a, pour s > 1 et A >0,

k L .
=0 1=0 1=0
Alors on voit que chaque fonction f;(x) remplit
|ex]
&2 02 150)] < K521t Y (o] — 1A

=0

pour tout a.
Considérons des séries formelles F(p ), avec s > 1 et D > 0, définies par

Fipsy = DIjt ey +aa+ - +a).
720

Vu (3.3), on a
(3.4) 03 f;(0)] < K;03 (Flas—104,) Flas-1¢,4.1)) lo=0
Alors on n’a qu’a montrer que

(3.5) Fib.s) < p3F(pip.s)
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avec des constantes p3 et py telles que py ne dépend ni de N ni de D.

Ici ), Cox® < Y Dox® signifie |Cy| < D, pour tout o. En effet, vu (3.4) et (3.5), on
obtient (3.1) avec p1 = p3 H?:l Kj et po = 257 'p,. Pour obtenir (3.5), notons d’abord
que vu 93 F(p o) |lz=0 = (07 F(p1/s 1)la=0)® €t s > 1, on a 6§F(%7S)|w:0 < (8§F(%1/571)|w:0)8.
Comme 8§‘F(%1/571)|$:0 est égal & N(N +1)--- (N + || — 1)DIel/s ot N(N 4+1)--- (N +
la| —1)/|af! < (N — 1)12N=1+el on obtient (3.5) avec p3 = (N — 1)192°(V=1 et p, = 25,
Donc la preuve du Lemme s’acheve. O

Note 3.1. Par le raisonnement ci-dessus, on voit que, si une fonction f(z) remplit f(0) =1
et |f(@)(0)] < Cla‘|a|! Eﬁlo Alel=3 §15=1 pour tout v, en posant g(x) = 1/f(x), alors on a,
avec une constante p, |g((0)] < (pCy)lel|al! Eﬁlo Alel=3 51571 pour tout a.

En effet. Soit fy = Z\a|>0 (@ (0)z*/a!. L’hypothese implique 1+ fo < Fo, o Feian,
d’ott I'on a fo < Fy + Fy + FiFy ou Fy = Fio, ) — 1 et Fy = Fg,a1) — 1. Comme
1/(1+ fo) = 22720(—fo)’, on a

(a.1) T /0

<Y (Ai+ B+ RE).

j=0
Vu (k +Z)!/(k!l!) < 2k+llet k< 2F ona 37 (A+ By < Y72(24)7 3272 (2B) et
(32720 A7) < 3072 (2A4)7 pour les séries formelles A =33 @az® et B =37, baa®
avec aq > 0 et by > 0. On a aussi )0 ((AB) < 3772, A7 3772 B?. Donc le second
membre de (a.1) est dominé par

> (B8R (8Fy).

§=0 3=0

Notons 8F; < F(scl,s) —let 8 K F(SClA,l) —1. 4 4
Drautre part, en notant que 93 >~ (F(p,s) — 1) [a=0 < (95 >_ 50 (F(pr/s,1) — 1) [o=0)°

et > iso(Fpe.y — 1) = (1/(1 = 2Dg (21 + -+ +21)) +1)/2, on a, si |a] > 0,

07y (Fip,s) = 1 lomo < 27°(2°D)*l]a1?,
Jj=0

d’olt Ton obtient Zj>0(F(D7S) -1) < Fsp,s). Alors on a l'inégalité & montrer avec
p=2°8. 0 -
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